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Wst�p 2Wst�pModel Standardowy z¡stek elementarnyh (MS) jest niezwykle skuteznym, pre-yzyjnym i pozwalaj¡ym na poprawne przewidywanie wyników do±wiadze« modelemoddziaªywuj¡yh z¡stek i pól. Dzi�ki niemu trzy spo±ród ztereh siª natury (elektroma-gnetyzm, sªabe i silne oddziaªywania) s¡ wyja±nione i preyzyjnie opisane. Dynamizn¡struktur¡ modelu jest dziaªanie Yanga�Millsa, zbudowane na przypuszzeniu, »e natura(a przynajmniej �zyka) powinna by¢ niezmienniza ze wzgl�du na grup� przeksztaªe«dziaªaj¡¡ niezale»nie w ka»dym punkie zasoprzestrzeni. Tym wªa±nie jest lokalna sy-metria ehowania (symetria gauge). Symetria gauge wyznaza niemal»e jednoznaznietypy sprz�»e« pomi�dzy wszystkimi polami opisuj¡ymi podstawowe skªadniki materii ino±niki oddziaªywa«.Model Standardowy z¡stek elementarnyh mo»e by¢ sformuªowany w j�zyku geome-tryznym rozmaito±i ró»nizkowyh, koneksji zy stowarzyszonyh wi¡zek wektorowyh(Rozdziaª 1). Teorie Yanga�Millsa (YM) s¡ w naturalny sposób opisywane takimi obiek-tami. Sformuªowanie na wi¡zkah pozwala, poza u»yiem pot�»nego aparatu geometriiró»nizkowej, odnie±¢ si� do metod topologiznyh. Dzi�ki temu mo»emy zrozumie¢ i opi-sa¢ oraz to wi�kszy zakres samego modelu standardowego oraz jego ró»nyh rozszerze«.Model standardowy jest sformuªowany na pªaskiej 4-ro wymiarowej rozmaito±i Lorentza.Rozpoznanie elementów modelu, które mog¡ by¢ rozszerzone na zakrzywione rozmaito±iLorentza zy Riemanna oraz wskazanie elementów niezale»nyh od metryki okazuje si�niezwykle istotne przy opisie niezaburzeniowyh efektów, np. w hromodynamie kwan-towej (QCD), zy przy próbie jednolitego opisu modelu standardowego i teorii grawitajiEinsteina. Czªony topologizne (niezale»ne od metryki bazowej rozmaito±i) pojawiaj¡si� w naturalny sposób w funkjah Lagran»a teorii YM. Pewne przykªady u»yia metodtopologiznyh mo»emy zauwa»y¢ hoia»by w QCD, gdzie stosowanie rahunku zabu-rze« (podstawowej metody oblizeniowej modelu standardowego) jest niemo»liwe przyniskih energiah. Dyskusj� pewnyh zagadnie« tej tematyki przedstawiono na przykªa-dzie monopola Diraa (1.2) oraz rozwi¡za« instantonowyh (1.2.3). Ponadto w rozdziale2 przedstawiono tzw. topologizne kwantowe teorie pola, wykorzystuj¡ do tego elupewne elementy teorii kategorii (uzupeªnienia 4.2) . Zamierzeniem tej pray jest dysku-sja pewnyh aspektów niezwykle bogatego, iekawego i wszehstronnie wykorzystywanegoprzenikania si� topologiznyh i geometryznyh obszarów we wspóªzesnej (kwantowej)teorii pola. Dotyzy ona, rzez jasna, jedynie wybranyh aspektów i ma by¢ elementarna.Nie jest to ªatwe zadanie gdy» literatura przedmiotu dostarza bardzo zaawansowanyhanaliz tyh zagadnie«. Samo rozumienie topologiznej niezmiennizo±i w kontek±iekwantowej teorii pola nie jest jednoznazne (np. niezmiennizo±¢ w sensie Shwarza lubWittena).Pogranize topologiznyh i geometryznyh metod w teoriah YM to obszar, w któ-rym dokonano zdumiewaj¡yh odkry¢ teoretyznyh, gdzie zysto matematyzne nie-zmienniki topologizne 4-ro rozmaito±i, tzw. niezmienniki Donaldsona, zostaªy uzyskanejako funkje korelaji pewnyh supersymetryznyh 4-ro wymiarowyh teorii z ehowa-niem. To tutaj równie» rozpoznano i opisano tzw. dualno±i Seiberga�Wittena.



Wst�p 3Odkryia te umo»liwiªy analityzne opisanie efektu uwi�zienia kwarków. Mimo brakudo±wiadzalnego potwierdzenia wyst�puj¡ej w tyh teoriah supersymetrii, otrzymanewyniki analityzne s¡ bardzo iekawe i warto±iowe fenomenologiznie. Nietehnizn¡dyskusj� tyh zagadnie« przedstawiam w Rozdziale 3. Wyniki te s¡ zalizane do funda-mentalnyh osi¡gni�¢ �zyki teoretyznej XX wieku i s¡ szzególnie istotne dla tematutej pray. Ih peªne zrozumienie zy przedstawienie wymaga biegªego posªugiwania si�formalizmem supersymetrii i kwantowej teorii pola, o jeszze nie jest w peªni dane au-torowi. Jednak»e, przyst�pna prezentaja tyh wyników jest mo»liwa i powinna znale¹¢si� w tej pray.



Rozdziaª 1Formalizm wi¡zek wªóknistyh:geometryzaja modelustandardowego i topologizne teorieCherna�Simonsa1.1 Sformuªowanie Modelu Standardowego w j�zyku wi¡zekwªóknistyhW rozdziale tym omówi� sformuªowanie klasyznej teorii pola z symetri¡ ehowania(abelow¡ i nieabelow¡) w j�zyku wi¡zek wªóknistyh i form ró»nizkowyh. Sformu-ªowanie to umo»liwia zastosowanie takih matematyznyh narz�dzi, jak grupy i klasyhomologii (i kohomologii) do nietrywialnyh topologiznie przestrzeni i kon�guraji pólw tyh przestrzeniah. Jedn¡ z zalet tego formalizmu jest mo»liwo±¢ wykonywania ra-hunków bez wypisywania wielu indeksów, zy fakt, »e teoria w j�zyku form jawnie niezale»y od wyboru ukªadu odniesienia.Wyra»enie "transformaja ehowania", (ang. gauge transformation) zostaªo wpro-wadzone przez H. Weyl'a w 1918 roku przy próbie uni�kaji klasyznej teorii elektroma-gnetyzmu i grawitaji (dwie teorie oddziaªywa« daleko zasi�gowyh). Formalizm teorii zpolami ehowania (ang. gauge theory) pozwala na zuni�kowanie trzeh spo±ród zterehznanyh oddziaªywa«. I tak np. model Salama�Weinberga uni�kuje teorie elektromagne-tyzmu z oddziaªywaniami sªabymi. Model ten bazuje na dwóh kluzowyh konepjah:nieabelowym polu ehowania oraz na spontaniznym ªamaniu symetrii. W opariu o tekonepje konstruuje si� model standardowy uni�kuj¡y oddziaªywania silne, sªabe orazelektromagnetyzne.
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ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 5Historyznie pierwsz¡ teori¡ z abelow¡ symetri¡ ehowania byªa elektrodynamikaMaxwella. Równania Maxwella (po wprowadzeniu potenjaªów) zawieraj¡ nie tylkosymetri� Lorentza, ale równie» symetri� ehowania. Ta wa»na wªasno±¢ równa« Ma-xwella, poz¡tkowo zysto matematyzna, okazuje si� w peªni �zyzn¡ i istotn¡ eh¡elektrodynamiki. Symetria ehowania elektrodynamiki wyra»a si� przez abelow¡ grup�
U(1) i, o wa»ne, symetria ta jest lokalna: w ró»nyh punktah zasoprzestrzeni dopusz-zamy ró»ne fazy a ih zale»no±¢ od punktów jest odpowiednio gªadka. Bior¡ pewnereprezentaje tej zale»no±i (w postai pola na rozmaito±i) otrzymujemy klasyzne poleehowania na pªaskiej zasoprzestrzeni Lorentza. Teorie opisuj¡e oddziaªywania wprzyrodzie, które przenoszone s¡ poprzez pola ehowania nazywamy teoriami Yanga�Millsa. Nazwa ta jest synonimem teorii z ehowaniem. Pola te mog¡ by¢ równie»obdarzone spinem i mas¡ i podlegaj¡ kwantowaniu tak jak inne pola materii.Mo»na by przypuszza¢, »e u»yie formalizmu wi¡zek jest niepotrzebne do sformu-ªowania i wykonywania oblize« w ramah modelu standardowego, jednak»e, moim zda-niem, pozwala on lepiej zrozumie¢ idee teorii z ehowaniem i dostarza ih naturalnejgeometryznej reprezentaji, dzi�ki której staj¡ si� dost�pne pewne nowe ehy teoriiYanga�Millsa. Dzi�ki temu sformuªowaniu przybli»amy si� nieo do sformuªowania ogól-nej teorii wzgl�dno±i (OTW) b�d¡ej geometryzn¡ teori¡ grawitaji. Zbli»amy si� za-tem do mo»liwo±i geometryzaji wszystkih oddziaªywa«.1.1.1 Wi¡zki wªóknistePod poj�iem wi¡zki nad M b�dziemy rozumieli struktur� (E,M, π), gdzie E i Mto rozmaito±i ró»nizkowe, E nazywamy przestrzeni¡ totaln¡ wi¡zki, rozmaito±¢ Mnazywamy przestrzeni¡ bazow¡ wi¡zki natomiast π jest odwzorowaniem π:E → M�na� zwanym projekj¡.Dla ka»dego punktu p ∈M przestrze« Ep = {q ∈ E:π(q) = p} nazywamy wªóknemwi¡zki nad punktem p, tak, »e zahodzi

⋃

p∈M

Ep = E. (1.1)Wi¡zk¡ trywialn¡ nad M ze standardowym wªóknem F jest ilozyn kartezja«ski
E = M ×F , wraz z projekj¡ π(p, f) = p, dla wszystkih (p, f) ∈M ×F . Wªóknem nad
p ∈M trywialnej wi¡zki E = M × F jest:

Ep = {p} × F. (1.2)Rozwa»my dwie wi¡zki (E,M, π) oraz (E′,M ′, π′). Mor�zmem z pierwszej wi¡zkido drugiej jest odwzorowanie Ψ :E → E′, wraz z map¡ φ :M → M ′, takie, »e Ψodwzorowuje wªókno Ep we wªókno E′
φ(p). Mor�zm jest izomor�zmem wi¡zek je»eli ψi φ s¡ dyfeomor�zmami.Ogranizenie wi¡zki (E,M, π) do S ⊆M de�niujemy jako:

E |S= {q ∈ E:π(q) ∈ S}. (1.3)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 6Wi¡zka (E,M, π) jest lokalnie trywialna ze standardowym wªóknem F je»eli dlaka»dego punktu p ∈M , istnieje otozenie U punktu p oraz izomor�zm:
φ:E |U→ U × F (1.4)odwzoruj¡y ka»de wªókno Ep na wªókno {p} × F . Izomor�zm φ nazywamy lokaln¡trywializaj¡ wi¡zki.Przykªadem wi¡zki jest wi¡zka styzna na rozmaito±i M . Przestrzeni¡ totaln¡,oznazan¡ TM , jest suma wszystkih przestrzeni liniowyh styznyh doM we wszystkihpunktah p ∈M , zyli:
TM =

⋃

p∈M

TpM. (1.5)Projekja π:TM → M rzutuje ka»dy wektor styzny v ∈ TpM na punkt p ∈ M .Wªóknem nad punktem p ∈M jest przestrze« liniowa rozpi�ta nad wektorami styznymido M w p. Baza tej przestrzeni mo»e by¢ opisana jako pohodne z¡stkowe algebryfunkji gªadkih nad M w kierunkah wektorów bazowyh rozmaito±i M w lokalnejmapie tej rozmaito±i. Zatem wymiar wªókna to wymiar rozmaito±i M .N-wymiarowa rzezywista lub zespolona wi¡zka wektorowa jest lokalnie try-wialn¡ wi¡zk¡ (E,M, π), tak¡ »e ka»de wªókno Ep jest n-wymiarow¡ przestrzeni¡ wek-torow¡ nad R lub C. Ponadto dla ka»dego punktu p ∈M istnieje otozenie U punktu pwraz z lokaln¡ trywializaj¡:
φ:E |U→ U × R

n (1.6)Zatem, wi¡zka styzna do rozmaito±i jest wi¡zk¡ wektorow¡ (lokalnie trywialn¡).Ci�iem wi¡zki (E,M, π) nazywamy funkj� s :M → E, która dla ka»dego punktu
p ∈M speªnia:

s(p) ∈ Ep (1.7)Oznaza to, »e ieia przypisuj¡ ka»demu punktowi przestrzeni bazowej wektor we wªók-nie nad tym punktem. Je»eli E = M × F jest trywialn¡ wi¡zk¡ ze standardowymwªóknem F , wtedy i�ie jest po prostu funkj¡ z M do F . Oznaza to, »e je»eli mamyi�ie s:M → E, wtedy istnieje funkja f :M → F taka, »e:
s(p) = (p, f(p)) ∈ Ep (1.8)Przestrze« wszystkih i�¢ wi¡zki E oznaza¢ b�dziemy przez Γ(E).Je»eli E jest wi¡zk¡ wektorow¡ nad M i�ia wi¡zki E speªniaj¡:

(s+ s′)(p) = s(p) + s′(p) (1.9)
(fs)(p) = f(p)s(p) (1.10)gdzie s, s′ ∈ Γ(E) natomiast f ∈ C∞(M).



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 7Dodatkowo mówimy, »e i�ia e1, . . . , en wektorowej wi¡zki E tworz¡ baz� i�¢ na
E je»eli dowolne i�ie s mo»e by¢ zapisane jako:

s = siei (1.11)gdzie si ∈ C∞(M).Grup¡ Liego nazywamy grup� G wraz z tak¡ struktur¡ rozmaito±i, dla której dzia-ªanie grupowe ·:G ×G → G, oraz odwzorowanie G ∋ q → q−1 ∈ G s¡ odwzorowaniamigªadkimi. Warto zauwa»y¢, »e odwzorowanie przypisuj¡e elementom grupy Liego ihodwrotno±i jest dyfeomor�zmem. Przykªadami grup Liego s¡:
• Przestrze« euklidesowa R

n z dodawaniem jest n-wymiarow¡ grup¡ Liego o prze-miennej algebrze Liego (nawias Liego równy to»samo±iowo zero).
• Grupa Liniowa GL(n,R) rzezywistyh, nieosobliwyh maierzy kwadratowyh stop-nia n z dziaªaniem mno»enia maierzy (mo»e by¢ ona uto»samiona z podzbioremotwartym przestrzeni R

n2) jest grup¡ Liego wymiaru n2. Jej algebra gl(n,R) skªadasi� z wszystkih maierzy kwadratowyh n×n z nawiasem Liego [X,Y ] = XY −Y X.
• Podgrupy domkni�te grupy GL(n,R). Np. Spejalna grupa liniowa SL(n,R) =
{A ∈ GL(n,R); detA = 1} z algebr¡ Liego sl(n,R) = A ∈ gl(n,R); trA = 0,grupa ortogonalna O(n) = {A ∈ GL(n,R); A−1 = AT } i jej skªadowa spójno±i
SO(n) = O(n) ∩ SL(n,R) z algebr¡ Liego so(n) = A ∈ gl(n,R); AT = −A.

• Grupa nieosobliwyh maierzy zespolonyh stopnia n GL(n,C) (podzbiór otwartyprzestrzeni C
n2) jest grup¡ Liego zespolonego wymiaru n2, z algebr¡ Liego gl(n,C)zªo»on¡ z wszystkih zespolonyh maierzy kwadratowyh stopnia n dla któryh

[X,Y ] = XY − Y X (gdzie X,Y ∈ gl(n,C)).
• Podgrupy domkni�te grupy GL(n,C) takie jak: podgrupa SL(n,C) zespolonyhmaierzy o wyznazniku równym 1, podgrupa U(1) = {A ∈ GL(n,C); A−1 = A†}unitarnyh maierzy z algebr¡ Liego u(1) wszystkih maierzy zespolonyh X dlaktóryh XT = −X∗ i jej podgrupa SU(n) = U(n)∩SL(n,C) maierzy spejalnyhunitarnyh z algebr¡ Liego su(n) wszystkih bez±ladowyh trX = 0 elementówalgebry u(1).Je±li wªókno Ep, lokalnie trywialnej wi¡zki E, jest grup¡ Liego G (a wi� jest równo-ze±nie n-wymiarow¡ rozmaito±i¡ ró»nizkow¡) i je±li grupa G dziaªa na E swobodnie zprawej strony, tj. istnieje dziaªanie R : E×G→ E zgodne z π, tzn. takie, »e π(p) = π(q)wtedy i tylko wtedy, gdy p ≈ q (p ≈ q oznaza, »e istnieje takie g ∈ G, »e Rgp = q a

Rg jest dziaªaniem elementu g ∈ G na E). Oznaza to, »e wªókno π−1(p) jest orbit¡ Oppunktu p w dziaªaniu R grupy G na E.Zaªó»my te», »e dla lokalnego otozenia otwartego U ⊂ M nad którym wi¡zka
(E,M, π) jest lokalnie trywialna, i dla tej trywializaji (tj. φ : π−1(U) → U × F ,
φ(p) = (π(p), ψ(p))) ψ :G→ F jest dyfeomor�zmem wªókna Ep i grupy G, zahodzi

ψ(Rg(p)) = ψ(p)g (1.12)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 8Tak¡ struktur� (E,M, π,G,R) nazywamy wi¡zk¡ wªóknist¡ gªówn¡ nad M z grup¡
G lub G-wi¡zk¡ gªówn¡ nad M .Z G-wi¡zk¡ gªówn¡ mo»na w naturalny sposób stowarzyszy¢ lokalnie trywialn¡ wi¡zk�wektorow¡.Nieh L oznaza dziaªanie grupy G z lewej strony, na pewnej rozmaito±i F , tj.
L :G×F → F . Wtedy mo»na okre±li¢ dziaªanie grupy G z prawej strony R′ : (P ×F )×
G→ (P ×F ) na rozmaito±i P ×F , gdzie P jest przestrzeni¡ totaln¡ G-wi¡zki gªównej,przez:

((e, f), g) → (Rge, Lg−1f) (1.13)We¹my przestrze« ilorazow¡ E = (P×F )/G wzgl�dem dziaªania R′. Naturalna projekjazwi¡zana z t¡ przestrzeni¡ ilorazow¡, to: π : P × F → E. Mo»emy j¡ zªo»y¢ z projekj¡wi¡zki gªównej π : P →M . Otrzymujemy projekj� πE : E →M . To rzutowanie okre±lanow¡ wi¡zk� lokalnie trywialn¡ z przestrzeni¡ totaln¡ E i wªóknem F . W przypadku,gdy F jest przestrzeni¡ wektorow¡ n-wymiarow¡ i grupa {Lg} jest podgrup¡ grupy au-tomor�zmów Aut(F ) zyli podgrup¡ grupy GL(n,R), to mówimy, »e wi¡zka wektorowa
(E,M, πE , F ) jest wi¡zk¡ wektorow¡ stowarzyszon¡ z wi¡zk¡ gªówn¡ (P,M, π,G,R).Transformaje ehowaniaMaj¡ lokalne trywializaje wi¡zki wektorowej, tzn. ilozyny kartezja«skie Uα × F ,gdzie Uα s¡ lokalnymi mapami bazyM , mo»emy z nih �poskleja¢� wi¡zk� wektorow¡ π :
E →M z wªóknem F . Proes ten odbywa si� przez okre±lenie tzw. funkji sklejaj¡yhlub funkji przej±ia pomi�dzy trywializajami, zyli funkji o warto±iah w grupie Gokre±lonyh na podwójnyh przei�iah lokalnyh map rozmaito±i M , tj. gαβ : Uα ∩
Uβ → G. Maj¡ zestaw funkji przej±ia mo»emy jednoznaznie zbudowa¢ wi¡zk� zlokalnyh trywializaji, je±li te funkje speªniaj¡ pewne warunki podane poni»ej. Jest towi¡zka wektorowa stowarzyszona z pewn¡ G-wi¡zk¡ gªówn¡.Tworzymy najpierw rozª¡zn¡ sum� lokalnyh trywializaji:

⋃

α

Uα × F (1.14)i okre±lamy relaj� równowa»no±i pomi�dzy punktami tej sumy, tzn. uto»samiamypunkty (p, v) i (p, v′) je±li v = ρ(gαβ(p))v′, gdzie ρ(gαβ(p)) jest pewn¡ reprezentaj¡ grupy
G na przestrzeni wektorowej F (poprzez t� reprezentaj� grupa G dziaªa na wªókno F ).Zwykle zapisujemy to w uproszzony sposób: v = gαβv

′. Poniewa» nie hemy uto»sa-mia¢ ró»nyh punktów we wi¡ze globalnie trywialnej wi� przyjmujemy: gαα = 1 ∈ G.Podobnie powinien zahodzi¢ warunek (p, gαβgβγgγαv) = (p, v) zyli:
gαβgβγgγα = 1 ∈ G na Uα ∩Uβ ∩Uγ (1.15)oraz gαβ = g−1

βα .



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 9Oznazmy przez [p, v]α klas� równowa»no±i punktu (p, v) wzgl�dem powy»szej rela-ji uto»samiania punktów w sumie rozª¡znej trywializaji. Otrzymujemy w ten sposóbprzestrze« totaln¡ E pewnej lokalnie trywialnej wi¡zki wektorowej z wªóknem F . Wªók-nem Ep nad p tej wi¡zki s¡ wszystkie punkty - klasy postai [p, v]α. Rzutowanie jestdane przez π:E →M :π[p, v]α = p.Tak¡ wi¡zk� nazywamy wektorow¡ G-wi¡zk¡. Grupa G jest nazywana grup¡ eho-wania (gauge) takiej wi¡zki.Okre±limy teraz przeksztaªenia ehowania i grup� przeksztaªe« ehowania G-wi¡zki. Cz�sto nazw¡ �grupa ehowania� okre±la si� skrótowo (ale nie zbyt poprawnie)�grup� przeksztaªe« ehowania�.Mo»na powiedzie¢, »e przeksztaªenie ehowania G-wi¡zki wektorowej π:E → Mto funkja f :M → End(Ep) o warto±iah b�d¡yh endomor�zmami wªókna Ep aleogranizonymi do grupy G (mówi si� te»: endomor�zmy �»yj¡e� w G). Oznaza to, »ewybieramy tylko te endomor�zmy wªókna Ep = F , które s¡ nast�puj¡ej postai:
[p, v]α → [p, gv] (1.16)dla pewnego elementu grupy g ∈ G. Zale»no±¢ od punktu p ∈ M jest gªadka. Mo»nate» powiedzie¢, »e okre±lamy gªadk¡ funkj� f ′:M → G a wªa±iwie o warto±iah wreprezentaji ρ grupy G na F (Np. transformaje gauge s¡ zwi¡zane z lokalnymi prze-ksztaªeniami ehowania w elektrodynamie M ∋ x→ exp iα(x) ∈ U(1)).Zbiór wszystkih przeksztaªe« ehowania tworzy grup� i jest to wªa±nie grupaprzeksztaªe« ehowania G-wi¡zki wektorowej. Mo»na powiedzie¢, »e grupatransformaji ehowania to grupa �zyznyh lokalnyh symetrii gauge, któryh global-nym odpowiednikiem byªaby globalna symetria wzgl�dem grupy G. Natura w przedziwnysposób respektuje symetri� gauge pewnyh wi¡zek wªóknistyh.Koneksja na wi¡zeCi�ia wi¡zki wektorowej przyporz¡dkowuj¡ ka»demu punktowi przestrzeni bazowejwektor we wªóknie nad tym punktem. Je±li to przyporz¡dkowanie jest gªadkie, to mamy(gªadkie) pole wektorowe na M . Je±li wi¡zka nie jest trywialna, to nie ma kanoniznegosposobu aby doda¢ do siebie, zy te» odj¡¢ wektory z ró»nyh wªókien, zatem trudno jestokre±li¢ iloraz ró»niowy, a o za tym idzie, ró»nizkowanie pól wektorowyh na prze-strzeni M . Jednym ze sposobów ró»nizkowania i�¢ wi¡zek wektorowyh jest okre±lenietzw. koneksji, która pozwala m.in. porówna¢ wektory z ró»nyh wªókien.Nieh E b�dzie wi¡zk¡ wektorow¡ nad rozmaito±i¡ M.Koneksja D naM przypisujeka»demu polu wektorowemu v na M funkj�Dv z Γ(E) do Γ(E), która speªnia nast�puj¡ewªasno±i:

Dv(αs) = αDvs (1.17)
Dv(s+ t) = Dvs+Dvt (1.18)
Dv(fs) = v(f)s+ fDvs (1.19)
Dv+ws = Dvs+Dws (1.20)
Dfvs = fDvs (1.21)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 10gdzie v,w ∈ Vet(M), s, t ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M) natomiast α to skalar. Warto zauwa»y¢,»e de�nija ta jest podobna do de�niji pola wektorowego za spraw¡ trzeiej wªasno±i,zyli prawa Leibniza. Oznaza to, »e Dv dziaªa jak ró»nizka. Maj¡ dowolne i�ie soraz pole wektorowe v, Dvs nazywamy pohodn¡ kowariantn¡ i�ia s w kierunku v.Nieh xµ b�d¡ wspóªrz�dnymi otwartego zbioru U ⊆ M , wtedy ∂µ b�dzie baz¡ polawektorowego w lokalnyh wspóªrz�dnyh. Nieh ei oznaza baz� i�¢ wi¡zki E nad U .Mo»emy wtedy zde�niowa¢ funkje Ai
µj na U jako:

Dµej = Ai
µjei (1.22)Funkje Ai

µj nazywamy skªadnikami potenjaªu wektorowego.Pohodn¡ kowariantn¡ mo»emy rozpisa¢ jako:
Dvs = Dvµ∂µ

(siei) = vµDµ(siei) = vµ((∂µs
i)ei +Aj

µis
iej) = vµ(∂µs

i +Ai
µjs

j)ei (1.23)gdzie w ostatnim kroku dokonano zamiany indeksów i na j.Je»eli Dµs = (Dµs)
iei wtedy mo»emy napisa¢, »e:

(Dvs)
i = ∂µs

i +Ai
µjs

j (1.24)Zobazmy, jak¡ interpretaj� geometryzn¡ ma potenjaª wektorowy. Oblizaj¡ po-hodn¡ kowariantn¡ (1.23) otrzymali±my zªon w postai Aj
µiv

µsiej , który jest nowymi�iem wi¡zki E nad U . Wi� dziaªanie potenjaªu polega na tym, i» pewnemu poluwektorowemu v oraz i�iu s (wi¡zki E) przyporz¡dkowuje nowe i�ie wi¡zki E nad U .Potenjaª wektorowy mo»e by¢ tratowany równie» jako 1-forma o warto±iah w
End(E), zyli i�ie wi¡zki End(E |U ) ⊗ T ∗U . Aby si� o tym przekona¢ zde�niujmypotenjaª wektorowy A jako:

A = Aj
µiej ⊗ e

i ⊗ dxµ (1.25)który w dziaªaniu na pole wektorowe v
A(v) = Aj

µi(ej ⊗ e
i)dxµ(v) = Aj

µiv
µ(ej ⊗ e

i). (1.26)Dodatkowo w dziaªaniu na i�ie s
A(v)s = Aj

µiv
µ(ej ⊗ e

i)s = Aj
µiv

µsiej (1.27)w wyniku zego otrzymujemy i�ie End(E) nad U .Pohodn¡ kowariantn¡ mo»emy zapisa¢ jako:
(Dvs)

i = vsi + (A(v)s)i (1.28)Mo»emy pozby¢ si� wewn�trznyh indeksów i, j stowarzyszonyh z bazami i�¢ tak,aby otrzyma¢ potenjaª wektorowy w postai:
Aµ = Aj

µiej ⊗ e
i (1.29)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 11gdzie ka»da ze skªadowyh jest i�iem End(E) nad U .Zaªó»my, »e je±li D0 jest dowoln¡ koneksj¡ na E, to mo»emy utworzy¢ z niej koneksj�
D = D0 +A, któr¡ mo»emy zapisa¢ w postai:

Dvs = D0
vs+A(v)s . (1.30)Ponadto, zaªó»my, »e dowolna koneksja D mo»e by¢ zapisana w postai D = D0 + A.Oznaza to, »e wybieraj¡ jedn¡ koneksj�, mo»emy wyrazi¢ wszystkie pozostaªe jako sum�tej koneksji z pewnym potenjaªem wektorowym. Maj¡ lokaln¡ trywializaj� wi¡zki Emo»emy wyrazi¢ koneksj� D0 w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dnyh poprzez:

D0
vs = v(sj)ej . (1.31)Dzi�ki zemu dowoln¡ koneksj� D mo»emy zapisa¢ jako:

Dvs =
(

v(si) +Ai
µjv

µsj
)

ei = D0
vs+A(v)s (1.32)Koneksj�D0 nazywamy standardow¡ pªask¡ koneksj¡ na E |U . Zale»y ona od wyborulokalnej trywializaji wi¡zki E.Geometryzne sformuªowanie OTW opiera si� na wi¡ze styznej zasoprzestrzeni.Czasoprzestrze« posiada metryk�, która pozwala mierzy¢ dªugo±i i ilozyn skalarnywektorów styznyh do dowolnego punktu rozmaito±i. Wyró»nionymi koneksjami s¡te, które zahowuj¡ metryk�. Natomiast w teoriah YM rol� przestrzeni wektorowejstyznej peªni wi¡zka wektorowa stowarzyszona z G-wi¡zka gªówn¡, której globalne i�-ia tworz¡ grup� ehowania danej teorii. Np. potenjaªy wektorowe w elektrodynamieto �zyzne koneksje. Ogólnie, koneksje mog¡ by¢ zde�niowane przez 1-formy ró»nizkoweo warto±iah w algebrze Liego g (grupy Liego G). Te 1-formy odpowiadaj¡ 1-formomo warto±iah w endomor�zmah wªókna b�d¡ego przestrzeni¡ wektorow¡ wi¡zki wek-torowej stowarzyszonej z G-wi¡zk¡ gªówn¡. Aby si� o tym przekona¢ nieh E b�dzie

G-wi¡zk¡ ze standardowym wªóknem danym przez pewn¡ przestrze« wektorow¡ V naktórej G ma reprezentaje q. Wtedy mo»emy zapisa¢ lokalne trywializaje w postai:
φα:E |Uα→ Uα × V (1.33)takie, »e φα ◦ φ

−1
β s¡ w postai q(gαβ) funkji gαβ o warto±iah w grupie G. Nieh

D b�dzie pewn¡ koneksj¡ na E. Nad ka»dym Uα mo»emy zapisa¢ koneksj� D jako
D = D0 + A, gdzie A jest potenjaªem wektorowym. Tak¡ koneksj� D nazywamy G-koneksj¡, je»eli w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dnyh Aµ ∈ End(E).Tak jak mo»emy zastosowa¢ transformaj� ehowania do i�¢ G-wi¡zki, tak samomo»emy zastosowa¢ t� transformaj� do G-koneksji. Rozwa»my G-koneksj� na wi¡ze Ei nieh q ∈ G b�dzie transformaj¡ ehowania. Mo»emy zapisa¢ now¡ G-koneksj� na Ejako:

D′
v(s) = qDv(q

−1s) (1.34)gdzie v ∈ Vect(M), s ∈ Γ(M).



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 12Je»eli G-koneksja D′ otrzymana jest z G-koneksji D poprzez transformaj� eho-wania, mówimy, »e D i D′ s¡ gauge-równowa»ne. W teoriah z ehowaniem, dwieró»ne koneksje opisuj¡ to samo pole �zyzne, je»eli s¡ koneksjami gauge-równowa»nymi.Przestrze« wszystkih G-koneksji na G-wi¡ze oznazamy jako A, natomiast przez A/Gb�dziemy rozumieli przestrze« klas równowa»no±i koneksji gauge (ang. onnetions mo-dulo gauge transformation). Geometria A/G odgrywa kluzow¡ rol� w teoriah z eho-waniem.Krzywizna koneksji wi¡zkiRozwa»my wi¡zk� wektorow¡ E nad M z koneksj¡ D. Maj¡ dwa pola wektorowe
v,w ∈ Vect(M) de�niujemy krzywizn� F koneksji D, jako operator dziaªaj¡y na i�ie
s wi¡zki E dany przez:

F (v,w)s = DvDws−DwDvs−D[v,w]s (1.35)Krzywizna koneksji D jest miar¡ odst�pstwa od sytuaji komutuj¡yh pohodnyhkowariantnyh. W przypadku, gdy mamy standardow¡ koneksj� pªask¡ na trywialnejwi¡ze z wªóknem V (i�ia s¡ zwykªymi funkjami f :M → V ) otrzymujemy:
F (v,w)s = vwf − wvf − [v,w]f = 0 (1.36)Koneksj� dla której krzywizna znika (F (v,w)s = 0) nazywamy pªask¡.Operator krzywizny F (v,w) mo»emy zapisa¢ jako:

F (v,w) = DvDw −DwDv −D[v,w] = [Dv ,Dw]−D[v,w] (1.37)Ma on nast�puj¡e wªasno±i:
• Antysymetryzno±¢

F (v,w) = −F (w, v) (1.38)
• Liniowo±¢ dla f ∈ C∞

F (fv,w)s = F (v, fw)s = F (v,w)(fs) = fF (v,w)s (1.39)Wyra¹my krzywizn� w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dnyh xµ na pewnym otwartymzbiorze U ⊂M . Je±li wªóknem wi¡zki wektorowej jest przestrze« wektorowa End(E) =
E∗⊗E endomor�zmów przestrzeni E, otrzymujemy wi¡zk� wektorow¡ lokalnie trywialn¡
End(E). Zde�niujmy Fµν jako i�ie End(E):

Fµν = F (∂µ, ∂ν). (1.40)Korzystaj¡ z wªasno±i pohodnej [∂µ, ∂ν ] = 0 mo»emy (1.40) zapisa¢ jako:
Fµν = [Dµ,Dν ]. (1.41)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 13Z wªasno±i liniowo±i krzywizny mo»emy F (v,w) zapisa¢ jako
F (v,w) = vµwνFµν (1.42)Skªadniki potenjaªu wektorowego Ai

µjei mo»emy (z (1.22)) wyrazi¢ jako:
Dµej = Ai

µjei (1.43)Pohodn¡ kowariantn¡ (1.24) dowolnego i�ia s wi¡zki E nad U mo»emy zapisa¢ wpostai:
(Dvs)

i = ∂µs
i +Ai

µjs
j (1.44)Mo»emy wyrazi¢ krzywizn� poprzez potenjaª wektorowy:

Fµνei = DµDνei −DνDµei = Dµ(Aj
νiej)−Dν(Aj

µiej) =

= (∂µA
j
νi)ej +Ak

µjA
j
νiek − (∂νA

j
µi)ej −A

k
νjA

j
µiek =

=
(

(∂µA
j
νi)− (∂νA

j
µi) +Aj

µkA
k
νi −A

j
νkA

k
µi

)

ej (1.45)Poniewa» i�ia ej ⊗ ei tworz¡ lokaln¡ baz� i�¢ End(E) zahodzi:
Fµν = F j

µνiej ⊗ e
i (1.46)gdzie F j

µνi to zbiór skªadowyh krzywizny, które w jawnej postai mo»emy zapisa¢ jako:
F j

µνi = ∂µA
j
νi − ∂νA

j
µi +Aj

µkA
k
νi −A

j
νkA

k
µi (1.47)Pomijaj¡ indeksy wewn�trzne krzywizn� mo»emy wyrazi¢, w znanej postai

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (1.48)Tak jak w przypadku potenjaªu wektorowego A (1.25), który jest 1-form¡ o warto±iahw End(E), mo»emy rozpatrywa¢ krzywizn� jako 2-form� F o warto±iah w End(E)jako:
F =

1

2
Fµνdxµ ∧ dxν (1.49)Dzi�ki zemu otrzymujemy posta¢ nie zale»n¡ od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh, i zde-�niowan¡ dla dowolnej rozmaito±i M .



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 141.1.2 Teorie Yanga�MillsaSformuªowanie teorii Yanga�Millsa zazniemy od de�niji 1-formy koneksji wi¡zki
A (potenjaªu ehowania). Wsz�dzie gdzie nie prowadzi to do nieporozumie«, opusz-zamy indeksy wewn�trzne zwi¡zane z wªóknem wi¡zki E lub End(E). W naszyh rozwa-»aniah wa»ne jest, aby grupa ehowania (wi¡zki gªównej) byªa zwarta, oraz posiadaªasko«zenie wymiarow¡ i unitarn¡ reprezentaj�. Gwarantuje nam to, »e generatory grupy
T a b�d¡ hermitowskimi i bez±ladowymi maierzami n × n, które speªniaj¡ nast�puj¡¡reguª� komutaji:

[

T a, T b
]

= ifabcT c (sumowanie po ) (1.50)gdzie fabc to staªe struktury grupy ehowania. W przypadku SU(2) generatorami T as¡ maierze Pauliego σa

2 , natomiast fabc = ǫabc.Generatory te unormowane s¡ do:
tr(T aT b) =

1

2
δab. (1.51)Cofni�ie (ang. �Pull bak�) 1-formy koneksji wi¡zki przez lokalne i�ie nazywamypotenjaªem ehowania, który w kwantowej teorii pola odpowiada bozonom e-howania.1-forma koneksji A o warto±iah w algebrze Liego zbudowana jest z potenjaªuwektorowego Aµ (który jest elementem algebry Liego) i ma posta¢:

A = Aµdxµ = igAa
µT

adxµ (sumowanie po a) (1.52)gdzie g jest staª¡ sprz�»enia. Pola Aa
µ nazywamy polami Yanga�Millsa i jest ih tyle ilegeneratorów grupy (dla grupy SU(n) ilo±¢ generatorów to n2 − 1).Potenjaª ehowania pozwala zde�niowa¢ pohodn¡ kowariantn¡, która geome-tryznie wyra»a transport równolegªy i�¢ (pól wektorowyh) wi¡zki gªównej.

∇µ = Dµ = d +A (1.53)Wyra»enie to w zapisie wektorowym ma posta¢:
Dµ = ∂µ + ig Aa

µT
a (sumowanie po a) (1.54)Pola Aa

µ gwarantuj¡ niezmiennizo±¢ pohodnej kowariantnej wzgl�dem lokalnyh trans-formaji ehowania.
∇µ → ∇

′
µ = U(x) ∇µ. (1.55)gdzie U jest dowolnym elementem grupy SU(n). U mo»emy zapisa¢ w postai:

U(x) = eigαa(x)T a (1.56)gdzie α to parametr obrotu grupy.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 15Je±li grupa SU(n) dziaªa na pole φ(x) przez reprezentaj� wektorow¡ grupy to:
φ(x)→ φ(x)′ = U(x)φ(x) (1.57)Pohodna kowariantna dziaªaj¡a na φ(x) ma posta¢:
∇µφ(x) = dφ(x) +A ∧ φ(x). (1.58)Z (1.55) otrzymujemy, »e transformaja ehowania pola A wyra»a si� przez

A→ U(x)AU−1(x)− (dU(x))U−1(x) (1.59)Warto±¢ potenjaªu A w danym punkie zale»y od wyboru ehowania, o oznaza,»e warto±¢ potenjaªu ehowania w punkie nie powinna by¢ obserwowaln¡ wielko±i¡�zyzn¡.Cofni�ie tensora krzywizny ma interpretaje pola ehowania. Tensor F krzywizny(koneksji A) nazywamy nat�»eniem pola. Jest on 2-form¡ o warto±iah w algebrzeLiego zde�niowan¡ jako:
F =

1

2
Fµνdxµ ∧ dxν = dA+A ∧A. (1.60)gdzie

Fµν = igF a
µνT

a = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ] (1.61)Korzystaj¡ z (1.59) ªatwo zobazy¢, »e 2-forma nat�»enia transformuje si� zgodnie zreprezentaj¡ doª¡zon¡ grupy G na F :
F → UFU−1 (1.62)Forma lagran»ajanu Yanga�Millsa dla n=4 musi by¢ 4-form¡ zbudowan¡ z 2-form F .Pierwsz¡ mo»liwo±i¡ jest (F ∧ F ) (tylko dla przypadku 4-wymiarowego). Jednak»e

F ∧ F = d (A ∧ dA+
2

3
A ∧A ∧A) (1.63)prowadzi do ró»nizki zupeªnej, o oznaza, »e nie mo»e by¢ wykorzystana do opisudynamiznego pola. Posta¢ ta odgrywa jednak istotn¡ rol� w klasy�kaji topologiznejrozwi¡za«, o której powiem wi�ej w rozdziale dotyz¡ym teorii Cherna�Simonsa.Drug¡ mo»liwo±i¡ jest F ∧ ∗F (gdzie ∗ jest tzw. operatorem Hodge'a (4.29)):

F ∧ ∗F = −
g2

8
F a

µνF
ρσ
a ǫρσαβdxµ ∧ dxν ∧ dxα ∧ dxβ =

g2

2
F a

µνF
µν
a ǫ (1.64)Forma ta jest dopuszzalna dla dowolnego wymiaru. Zatem lagran»jan Yanga�Millsa

LY M =
1

2
tr(F ∧ ∗F ) (1.65)

tr jest ±ladem po indeksah algebry Liego g grupy G.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 16Z de�niji operatora Hodge'a (4.29) mo»emy zapisa¢ równanie (1.65) jako:
LY M =

1

4
tr(FµνF

µν)vol (1.66)Dziaªanie w teoriah YM jest postai:
SY M (A) =

1

2

∫

M
tr(F ∧ ∗F ). (1.67)Zobazmy jak z zasady wariayjnej mo»na wyprowadzi¢ równania Yanga�Millsa:Polizmy wariaj� dziaªania (1.67):

δSY M =
1

2

∫

M
trδ(F ∧ ∗F ) =

1

2

∫

M
tr(δF ∧ ∗F + F ∧ δ ∗ F ) =

=
1

2

∫

M
tr(δF ∧ ∗F + δF ∧ ∗F ) =

∫

M
tr(δF ∧ ∗F ) =

=

∫

M
tr(dDδA ∧ ∗F ) =

∫

M
tr(δA ∧ dD ∗ F ) = 0 (1.68)gdzie:

δF =
d

ds
(F0 + dAs +As ∧As) |s=0= d(δA) + (δA ∧As +As ∧ δA) =

= d(δA) + [A, δA] = dDδA (1.69)Z (1.68) otrzymujemy równanie:
dD ∗ F = d ∗ F + [A, ∗F ] = d ∗ F +A ∧ ∗F − ∗F ∧A = 0, (1.70)które wraz z to»samo±i¡ Bianhiego (4.51):

dDF = dF + [A,F ] = dF +A ∧ F − F ∧A = 0 (1.71)tworz¡ równania Yanga�Millsa [1℄.Równania te dostarzaj¡ opisu dynamiki tylko bezmasowyh pól ehowania.ElektrodynamikaJe±li grup¡ struktury wi¡zki gªównej b�dzie U(1) to otrzymamy abelow¡ teori� YM,zyli elektrodynamik�. Dla U(1) wyst�puje tylko jeden generator, natomiast staªa sprz�-»enia g, jest równa ªadunkowi elektryznemu e. 1-form� potenjaªu de�niujemy jako:
A = Aµdxµ (1.72)Transformaja ehowania pola A sprowadza si� do postai:
A→ A+ dα. (1.73)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 17Tensor krzywizny F koneksji A wyra»aª b�dzie si� tylko poprzez pohodn¡ zewn�trzn¡1-formy potenjaªu (gdy» U(1) jest grup¡ abelow¡):
dA =

1

2
(∂µAν − ∂νAµ) dxµ ∧ dxν =

1

2
Fµνdxµ ∧ dxν (1.74)gdzie F w jawnej postai:

F = ieEidx
0 ∧ dxi −

ie

2
ǫijkBidx

j ∧ dxk (1.75)oraz forma dualna:
∗F = ieBidx

0 ∧ dxi −
ie

2
ǫijkEidx

j ∧ dxk. (1.76)Pohodna zewn�trzna F to»samo±iowo równa si� zero (to»samo±¢ Bianhiego)
dF = d dA = 0. (1.77)Korzystaj¡ z transformaji ehowania (1.73)

δF = d δA = d dα = 0. (1.78)Dziaªanie dla elektrodynamiki klasyznej (korzystaj¡ z (1.67))
S =

1

2

∫

F ∧ ∗F. (1.79)Otrzymujemy z niego bez ¹ródªowe równania elektrodynamiki:
d ∗ F = 0 (1.80)

dF = 0 (1.81)Je±li uwzgl�dnimy ªadunki to równanie (1.80) b�dzie postai:
d ∗ F = ∗J (1.82)gdzie J - jednoforma pr¡du:
J = jµdxµ, (1.83)która speªnia równanie i¡gªo±i:
d ∗ J = 0 (1.84)Geometryzna interpretaja nie tylko uªatwia nam bardzo klarowny zapis dynamiz-nyh równa«, ale równie» umo»liwia ªatw¡ ih interpretaj�. Wybór opisu oddziaªywaniasprowadza si� jedynie do wyboru odpowiedniej grupy ehowania wi¡zki gªównej. For-malizm ten jest podstaw¡ opisu oddziaªywa« �zyznyh, stanowi integraln¡ z�±¢ modelustandardowego (opisanego w nast�pnym podrozdziale), który opisuje oddziaªywanie pólmaterii poprzez oddziaªywania elektrosªabe oraz silne.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 181.1.3 Model StandardowyNasze poprzednie rozwa»ania dotyz¡e opisu oddziaªywania, hemy rozszerzy¢ oopis pól materii. Obenie najbardziej efektywnym modelem wszystkih znanyh oddzia-ªywa« (z wyj¡tkiem grawitayjnyh) jest Model Standardowy z¡stek elementarnyh.Oparty jest on na lokalnej grupie ehowania SU(3)c × SU(2) × U(1)Y (gdzie Y to hi-perªadunek, natomiast c oznaza kolor). Klasy�kuje on pola materii fermiony (leptonyi kwarki) oraz no±niki oddziaªywa« tyh pól - bozony. Bozony te to: bozon Higgsa,foton, bozony po±redniz¡e W±, Z0, oraz gluony.Spróbujmy przedstawi¢ geometryzn¡ interpretaj� skªadników modelu standardo-wego:
• Przestrze« bazowa to 4-ro wymiarowa pªaska przestrze« Minkowskiego,
• Pola z¡stek materii to i�ia wektorowyh, zespolonyh wi¡zek E,
• Wewn�trzna symetria pól materii odpowiada grupie Liego GL(m,C), która jestgrup¡ struktury pewnej wi¡zki gªównej.
• Pole ehowania to 1-forma koneksji o warto±iah w algebrze Liego odpowiadaj¡ejgrupie Liego GL(m,C).
• Grupa ehowania GE wi¡zki wektorowej to grupa i�¢ globalnyh wi¡zki gªównejz grup¡ struktury GL(m,C)

• Krzywizna F koneksjiA to 2-forma o warto±iah w algebrze Liego grupyGL(m,C).Jest ona uogólnieniem tensora nat�»enia Fµν pola elektromagnetyznego.W modelu standardowym pole materii ψ jest i�iem wi¡zki wektorowej, stowarzy-szonej z wi¡zk¡ gªówn¡ z grup¡ struktury SU(3) × SU(2) × U(1). Dopuszzaj¡ pola olokalnej grupie ehowania i mehanizm Higgsa uwzgl�dnia si� wszystkie, opróz grawi-tayjnego, oddziaªywania pól materii i pól no±ników oddziaªywa«.Model standardowy tworz¡:Lewoskr�tne leptony, które s¡ dubletami grupy SU(2), tak jak i lewoskr�tne kwarki orazbozon Higgsa (ih izospin I = 1
2). Natomiast prawoskr�tne leptony i kwarki to singlety

SU(2) (o izospinie I = 0). Ze wzgl�du na grup� SU(3)c kwarki tworz¡ tryplety, a leptonyi pole Higgsa s¡ singletami tej grupy.Model ten zakªada 3 generaje leptonów i kwarków. Leptony oznazane przez eito: elektron (e1), mion (e2) oraz taon (e3), towarzysz¡ im odpowiednie neutrina νi �elektronowe, mionowe i taonowe. Kwarki ui to odpowiednio kwark górny u, powabny
c i top t. Natomiast kwarki di to kwark dolny d, dziwny s, oraz pi�kny b. Ze wzgl�duna hiralno±¢ pola dzielimy na lewoskr�tne i prawoskr�tne (odpowiednio indeks dolny
L i R)

γ5ΨR = ΨR, γ5ΨL = −ΨL (1.85)gdzie γ5 = iγ0γ1γ2γ3 (w przypadku 4-wymiarów).



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 19Czyli mo»emy wyrazi¢ skªadniki modelu standardowego poprzez pola:1. Leptony:
Li =

(

νi
L

eiL

)

,

(

Y = −
1

2

)

Ei = eiR, (Y = −1) (1.86)2. Kwarki:
Qib =

(

uib
L

dib
L

)

,

(

Y =
1

6

)

U ib = uib
R,

(

Y =
2

3

)

Dib = dib
R,

(

Y = −
1

3

) (1.87)gdzie b to indeks fundamentalnej reprezentaji SU(3), b = 1, 2, 3.3. Pole Higgsa:
Φ =

(

φ+

φ0

)

,

(

Y =
1

2

) (1.88)Dodatkowo ka»dej z¡ste przyporz¡dkowana jest jej antyz¡stka, posiadaj¡a prze-iwne lizby kwantowe.No±nikami oddziaªywa« silnyh s¡ gluony. Jest ih tyle ile generatorów grupy SU(3)zyli 32 − 1 = 8. Oddziaªywania sªabe przenoszone s¡ przez 3 bozony wektorowe
W± oraz Z0, bo s¡ 3 generatory grupy SU(2). Natomiast oddziaªywania elektro-magnetyzne przenoszone s¡ przez foton, któremu odpowiada jeden generator grupy
U(1). Zatem oddziaªywaniom tym odpowiadaj¡ lokalne grupy symetrii ehowania:
• silnym grupa kolorowa SU(3)c,
• sªabym grupa spinowa SU(2),
• elektromagnetyznym grupa fazowa U(1)4. Bozony ehowania:

SU(3) : Gµ = ig3G
ã
µT

ã 8 gluonów
SU(2) : Wµ = ig2W

a
µT

a 3 bozony
U(1) : Bµ 1 bozon (1.89)gdzie g1, g2, g3 to staªe sprz�»enia odpowiednio oddziaªywa« elektromagnetyznyh,sªabyh oraz silnyh.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 20Korzystaj¡ z zasady minimalnego dziaªania funkja Lagran»a pozwala otrzyma¢równania ruhu (równania Eulera�Lagran»a) danego ukªadu �zyznego.W lagran»janah zªonami odpowiedzialnymi za opis dynamiki pól ehowania (od-dziaªywa«), s¡ lagran»ajny Yanga�Millsa (1.65) z odpowiedni¡ grup¡ symetrii wi¡zkigªównej. Sprz�»enie pól materii z polami Yanga�Millsa otrzymujemy poprzez tzw. sprz�-»enie minimalne, to znazy poprzez pohodn¡ kowariantn¡ (1.53). Np. pohodnakowariantna uwzgl�dniaj¡a wszystkie oddziaªywania ma posta¢:
Dµ = ∂µ +Bµ +Wµ +Gµ (1.90)Lagran»jan modelu standardowego ma posta¢:

L = L̄iγµ

(

∂µ −
i

2
g1Bµ +Wµ

)

Li + Ēiγµ (∂µ − ig1Bµ)Ei +

+ Q̄iγµ

(

∂µ +
i

6
g1Bµ +Wµ +Gµ

)

Qi + Ū iγµ

(

∂µ +
2i

3
g1Bµ +Gµ

)

U i +

+ D̄iγµ

(

∂µ −
i

3
g1Bµ +Gµ

)

Di +
(

L̄iΦY E
ij Ej + Q̄iΦY D

ij Dj + Q̄iǫΦ∗Y U
ij Uj + h.c.

)

+

−
1

4
B2

µν +
1

2g2
2

tr W 2
µν +

1

2g2
3

tr G2
µν −

(

(∂ +
i

2
g1Bµ +Wµ)Φ

)† (

∂ +
i

2
g1Bµ +Wµ

)

Φ +

−
λ

4
(Φ†Φ− v2)2 (1.91)gdzie

ǫ =

(

0 1
−1 0

) (1.92)natomiast maierze Yij to maierze 3× 3 staªyh Yukawy:
Y E

ij = ME, Y U
ij = MU , Y D

ij = KD
mMD (1.93)gdzie Km to tzw. maierz Cabibbo�Kabayashi�Moskawy - maierz mieszania kwarków,a M to diagonalne maierze masowe.Model standardowy zawiera 22 niezale»ne parametry.Z do±wiadzenia wiemy, »e pola oddziaªywa« sªabyh (W+,W−, oraz Z) s¡ masowe. Abyuzyska¢ pola masowe musimy zastosowa¢ mehanizm spontaniznego zªamania symetrii(tzw. mehanizm Higgsa) w teoriah YM modelu standardowego.Stosuj¡ interpretaj� geometryzn¡ w przypadku oddziaªywuj¡ego elektromagne-tyznie elektronu ψ otrzymujemy:

• Pole elektronu to i�ie zespolonej wi¡zki wektorowej ψ z wªóknem C.
• Wspóªzynniki fazowe eiα(x) tworz¡ grup� Liego U(1) - 1 wymiarow¡ unitarn¡ grup�obrotów w pªaszzy¹nie zespolonej,
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• potenjaª A(x) jest 1-form¡ koneksji A o warto±iah iα(x) ( jednowymiarowejalgebrze Liego grupy U(1) dla ka»dego x ∈M)
• pohodna kowariantna :

Dψ = dψ +Aψ, (1.94)
• funkja ψ transformuje si� wg:

ψ′(x)→ eiα(x)ψ(x) (1.95)Transformaja pola ehowania (fotonu) (1.59) sprowadza si� do:
A→ A− dα(x), (1.96)gdy» grupa U(1) jest abelowa.

• Pole elektromagnetyzne - krzywizna koneksji wynosi
F = dA (1.97)Lagran»jan relatywistyznego elektronu (bez oddziaªywania) mo»emy zapisa¢ w postai:

L = Ψ̄ (iγµ∂µ −m) Ψ = iΨ̄γµ∂µΨ−mΨ̄Ψ (1.98)Wida¢, »e lagran»jan ten jest niezmiennizy ze wzgl�du na globaln¡ symetri� ehowania
U(1). Natomiast je»eli narzuimy warunek lokalnej symetrii U(1) (1.95) pohodn¡ ∂µzamienimy na pohodn¡ kowariantn¡ Dµ i lagran»jan (1.98) posiadaª b�dzie nowe zªony:

L = Ψ̄ (iγµDµ −m)Ψ = iΨ̄γµ∂µΨ−mΨ̄Ψ− eΨ̄γµΨAµ (1.99)gdzie Ψ̄γµΨAµ = jµAµ to tzw. pr¡d Diraa.Caªkowity lagran»jan opisuj¡y powy»szy przykªad b�dzie postai:
L = Ψ̄ (iγµDµ −m) Ψ−

1

4
FµνF

µν = iΨ̄γµ∂µΨ−mΨ̄Ψ− eΨ̄γµΨAµ −
1

4
FµνF

µν(1.100)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 221.2 Teoria Cherna � Simonsa1.2.1 Klasy ChernaZ dziaªania Yanga�Millsa (1.67) otrzymujemy równania YM [1℄:
dD ∗ F = 0, (1.101)
dDF = 0 (1.102)Dziaªanie YM (1.67) zale»y od metryki (poprzez operator Hodge'a (4.29)). Zobazmy,jak mo»na sformuªowa¢ teorie YM niezale»n¡ od metryki.Dla wymiaru n=2k mo»na mówi¢ o samosprz�»ono±i F : ∗F = F . Wtedy dziaªanieYM przybiera posta¢:

S(A) =

∫

M
tr(F k) (1.103)Dla n=4 otrzymujemy:

S(A) =

∫

M
tr(F ∧ F ) (1.104)gdzie otrzymujemy jawn¡ niezale»no±¢ od metryki.Rozwi¡zania równa« YM (1.70) i (4.1) dla samosprz�»onyh pól A i dla metryki osygnaturze Euklidesa, nazywamy instantonami. Brak zale»no±i od metryki w (1.104)(brak operatora Hodge'a) oznaza, »e otrzymane rozwi¡zania s¡ niezmiennikami topo-logiznymi rozmaito±i M2k i wi¡zki E. Jednak»e, w tym przypadku, ka»de A jestrozwi¡zaniem tak otrzymanyh samosprz�»onyh równa« YM. �eby si� o tym przekona¢polizmy wariaj� S(A). W analogizny sposób jak w (1.68) i (1.69) otrzymujemy:

δS(A) = δ

∫

M
tr(Fn) =

∫

M
trδ(Fn) =

=

∫

M
tr(δF ∧ Fn−1 + F ∧ δF ∧ Fn−2 + . . .+ Fn−1 ∧ δF ) =

= n

∫

M
tr(δF ∧ Fn−1) = n

∫

M
tr(dDδA ∧ F

n−1) =

= n

∫

M
tr(δA ∧ dDF

n−1) (1.105)korzystaj¡ z to»samo±i Bianhiego (1.71):
dDF

n−1 = dDF ∧ F
n−2 + F ∧ dDF ∧ F

n−3 + . . . = 0 (1.106)otrzymujemy, »e δS(A) = 0 dla dowolnyh A. Wi� S(A) nie zale»y od A.Oznaza to, »e
∫

M
tr(Fn) (1.107)jest niezmiennikiem wi¡zki E na zorientowanej rozmaito±i M2k, gdzie F jestkrzywizn¡ odpowiadaj¡¡ dowolnemu (samosprz�»onemu) A.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 23Dopiero zamiana wi¡zki E na E′ mo»e zmieni¢ tr(Fn), która jest staª¡ dla dowolnejkoneksji A′ w wi¡ze E′.
δtr(F k) = tr(δF ∧ F k−1 + F ∧ δF ∧ F k−2 + . . .+ F k−1 ∧ δF ) =

= tr(δF ∧ F k−1 + δF ∧ F k−1 + . . .+ δF ∧ F k−1) = ktr(δF ∧ F k−1) =

= ktr(dDδA ∧ F
k−1) = ktr(dD(δA ∧ F k−1)) = kdtr(δA ∧ F k−1) (1.108)

tr(Fn) nazywamy n-t¡ form¡ Cherna.Wszystkie formy Cherna s¡ zamkni�te (korzystaj¡ z (1.71)):
dtr(F k) = tr(dDF

k) = 0 (1.109)To znazy, »e k-ta forma Cherna jest reprezentantem tej samej klasy kohomologiide Rhama H2k(M2k) dla dowolnyh koneksji A. Wida¢, »e hoia» forma Cherna zale»yod koneksji A, to klasy kohomologii tej formy nie. Je±li zmieniamy A to forma Chernazmienia si� jedynie o form� zupeªn¡. Aby si� o tym przekona¢, wprowad¹my nowypotenjaª wektorowy A′ z krzywizn¡ F ′ speªniaj¡y:
δA = A′ −A As = A+ sδA (1.110)i nieh Fs b�dzie krzywizn¡ koneksji As.Ró»nia form Cherna:

tr(F ′k)− tr(F k) =

∫ 1

0

d

ds
tr(F k

s )ds = k

∫ 1

0
dtr(δA ∧ F k−1

s )ds =

= k d(

∫ 1

0
tr(δA ∧ F k−1

s )ds (1.111)jest zupeªna.Mo»emy w ten sposób zde�niowa¢ k-t¡ klas� Cherna ck(E) na wi¡ze wektorowej E(na M2k) jako klas� kohomologii odpowiadaj¡¡ tr(F k), gdzie F jest krzywizn¡ dowolnejkoneksji na wi¡ze E.Je»eli form� krzywizny F wyrazimy poprzez reprezentaj� maierzow¡ 2-formy F i
j na

M wtedy 2k-form� γk reprezentuj¡¡ klas� Cherna ck(E) mo»emy zapisa¢ jako:
γk =

(−1)k

(2πi)k(k!)
ǫj1···jk

i1···ik
F i1

j1
∧ · · · ∧ F ik

jk
(1.112)Dla n=4 istniej¡ dwie lizby Cherna:

∫

M
γ2(F ) (1.113)oraz

∫

M
γ1(F ) ∧ γ1(F ) (1.114)Niezmienniki te odgrywaj¡ istotn¡ rol� w klasy�kaji wi¡zek wektorowyh.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 24Monopol DiraaJednym z iekawyh wyników zastosowania klas Cherna jest monopol magnetyzny(tzw. monopol Diraa, 1931).Zgodnie z teori¡ P.A.M. Diraa monopol magnetyzny powinien by¢ fermionem omasie rz�du 1016GeV . Jak dot¡d bez sukesów trwaj¡ poszukiwania monopolu magne-tyznego w promieniowaniu kosmiznym - np. eksperyment z nadprzewodz¡¡ ewk¡ (B.Cabrera)Korzystaj¡ z dziaªania dla elektrodynamiki klasyznej
S = −

1

2e2

∫

F ∧ ∗F (1.115)mo»emy otrzyma¢ bez¹ródªowe równania elektrodynamiki:
d ∗ F = 0 (1.116)
dF = 0 (1.117)gdzie korzystaj¡ z (1.75)

F = ieEidx
0 ∧ dxi −

ie

2
ǫijkBidx

j ∧ dxk (1.118)Jak wiemy z równa« tyh wynika istnienie ªadunku elektryznego i brak ªadunku magne-tyznego (wynikaj¡y z to»samo±i Bianhiego).Je±li B = dA dla pewnej 1-formy A, wtedy ªadunek magnetyzny znika.Najªatwiej mo»na to pokaza¢ korzystaj¡ z twierdzenia Stokesa na sferze S2, która po-dzielona zostaªa na dwie póªkule - póªnon¡ D1 i poªudniow¡ D2. γ oznaza p�tl�przebiegaj¡¡ po równiku (który jest brzegiem D1 oraz D2)
∫

S2

B =

∫

D1

B +

∫

D2

B =

∫

γ
A−

∫

γ
A = 0 (1.119)Oznaza to, »e monopol magnetyzny nie istnieje, je±li pole magnetyzne pohodzi odpotenjaªu wektorowego.Post�puj¡ analogiznie jak w przypadku elektrostatyki rozpatrzmy monopol magne-tyzny o ªadunku g, który umieszzamy w punkie r = 0.Rozwa»my pole magnetyzne typu Coulombowskiego:

B =
g

r3
r = −g∇

(

1

r

) (1.120)Korzystaj¡ ze znanej to»samo±i ∇2(1
r ) = −4πδ3(r) otrzymujemy:

∇B = 4πgδ3(r). (1.121)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 25Caªkowity strumie« na sferze otazaj¡ej osobliwo±¢ (nasz ªadunek) wynosi:
∫

B dS =

∫

∇B dV = Φ = 4πr2B = 4πg (1.122)Rozwa»my z¡stk� o ªadunku elektryznym e w polu naszego monopolu magnetyz-nego. Funkja falowa z¡stki w obeno±i pola elektromagnetyznego
Ψ→ Ψe−

ie
~c

A r (1.123)natomiast faza α zmienia si� w sposób:
α→ α−

e

~c
A r (1.124)Polizmy ile wynosi aªkowita zmiana fazy w przypadku gdy rozwa»a¢ b�dziemy krzyw¡przy ustalonym r i θ, natomiast φ b�dzie si� zmienia¢ w przedziale (0, 2π)

∆α =
e

~c

∮

A dl =
e

~c

∫

∇×A dS =
e

~c

∫

B dS =
e

~c
Φ(r, θ) (1.125)dla którego Φ(r, 0) = 0 oraz Φ(r, π) = 4πg.Wykorzystuj¡ ten wynik oraz korzystaj¡ z warunku, i» ∆α = 2πn, który gwarantujeniezmiennizo±¢ funkji falowej (1.123) otrzymujemy :

2πn =
e

~c
4πg,

eg =
1

2
n~c (1.126)Jest to warunek kwantyzaji Diraa. Na jego podstawie mo»na stwierdzi¢, »e je»eligdziekolwiek we wszeh±wieie istnieje ªadunek magnetyzny, wtedy wszystkie ªadunkielektryzne b�d¡ skwantowane:

e = n
~c

2g
(1.127)Problem monopolu Diraa mo»na sformuªowa¢ w teorii wi¡zek wªóknistyh. Prze-strzeni¡ bazow¡ tego problemu jest sfera otazaj¡a monopol - S2, natomiast przestrze-ni¡ grupow¡ jest S1, gdy» jej grup¡ ehowania jest grupa U(1). Wi¡zka nie jest jednak

S2 × S1 ale wyra»ona jest w postai S3, która tylko lokalnie jest to»sama z S2 × S1.Pole magnetyzne B jest pewn¡ 2-form¡ w przestrzeni. Z rozwi¡za« bez¹ródªowyhrówna« magnetostatyki na R
3 − {0} otrzymujemy:

dB = d ∗B = 0 (1.128)o oznaza, »e je»eli rozpatrzymy przestrze« nie±i¡gliw¡ (np. z wyj¡tkiem jednegopunktu) to istnieje rozwi¡zanie opisuj¡e ªadunek magnetyzny g, zyli monopol Diraa:
∫

S2

B = g (1.129)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 26Aby si� o tym przekona¢, skorzystamy z twierdzenia de Rhama, które mówi, »e ka»dejnie±i¡galnej n-wymiarowej rozmaito±i odpowiada n-forma harmonizna (4.38), którejaªka po powierzhni jest ró»na od zera. W naszym przypadku 2-forma powierzhni nasferze, która otaza monopol (r= 0) dana jest przez [10℄:
F =

im

2
sin θ dθ ∧ dϕ (1.130)lub we wspóªrz�dnyh kartezja«skih

F =
im

2r3
(x dy ∧ dz + y dz ∧ dx + z dx ∧ dy) (1.131)gdzie r =

√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2. Równowa»no±¢ (1.130) z (1.131) mo»na ªatwo pokaza¢korzystaj¡ z gwiazdki Hodge'a. W ukªadzie sferyznym g = dr2 + r2 sin2 θ dθ2 + r2dϕ2wi�
∗dr = r sin θ dθ ∧ rdϕ = r2 sin θ dθ ∧ dϕ (1.132)Dzi�ki zemu mo»emy zapisa¢ (1.130) jako:

F =
im

2
sin θ dθ ∧ dϕ =

im

2r2
∗ dr (1.133)W ukªadzie kartezja«skim

dr =
∂r

∂xi
dxi =

xdx + ydy + zdz

r
(1.134)

∗dr =
x ∗ dx + y ∗ dy + z ∗ dz

r
=
xdy ∧ dz + ydz ∧ dx + zdx ∧ dy

r
(1.135)Podstawiaj¡ otrzymany wynik (1.135) do (1.133) otrzymujemy (1.131).Porównuj¡ (1.130) z jawn¡ postai¡ F (1.118) otrzymujemy, »e pole elektryzneznika, natomiast pole magnetyzne mo»emy zapisa¢ jako:

Bi =
m

2er3
xi (1.136)Natomiast porównuj¡ (1.136) z wze±niej zaªo»on¡ (analogizn¡ do elektrostatyki) po-stai¡ (1.120) otrzymujemy, »e ªadunek magnetyzny g = m

2e .Pierwsza klasa Cherna,
c1 =

i

2π

∫

S2

F =
i

2π

∫

S2

im

2
sin θ dθ ∧ dϕ = −

m

2

∫ π

0
sin θ dθ = −m (1.137)jest wielko±i¡ proporjonaln¡ do ªadunku magnetyznego zawartego wewn¡trz tej po-wierzhni. Wielko±¢ ta nie zale»y od metryki ani od wyboru ukªadu wspóªrz�dnyh.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 27�adunek magnetyzny monopola Diraa mo»e przybiera¢ tylko dyskretne warto±i, ponie-wa» lizby Cherna dla grup zwartyh (dla elektrodynamiki grup¡ ehowania jest U(1))przyjmuj¡ tylko warto±i aªkowite, o oznaza, »e ªadunek magnetyzny jest skwan-towany. Z warunku speªniania bez¹ródªowyh równa« elektrodynamiki (poza jednympunktem) wynika, »e monopol Diraa nale»y do drugiej grupy kohomologii. To znazyjest tak¡ 2-form¡ F, która speªnia równanie (1.116) wsz�dzie (brak pr¡dów i ªadunkówelektryznyh) oraz równanie (1.117) poza r=0.1.2.2 Formy Cherna - SimonsaMaj¡ trywialn¡ wi¡zk� wektorow¡ E (na rozmaito±i bazowej M) [1℄ koneksj� Dmo»emy zapisa¢ jako:
D = D0 +A (1.138)gdzie D0 jest koneksj¡ pªask¡, natomiast A jest 1-form¡ o warto±iah w End(E).Pohodna zewn�trzna dla dowolnej formy ω o warto±iah w E:

dDω = dD0ω +A ∧ ω (1.139)natomiast dla dowolnej formy η o warto±iah w End(E):
dDη = dD0η + [A, η] (1.140)Korzystaj¡ z (1.109) wiemy, »e druga forma Cherna

tr(F ∧ F ) (1.141)jest zamkni�ta (dtr(Fn) = 0). Dodatkowo z (1.111) wiemy, »e forma ta jest zupeªna.Oznaza to, »e mo»emy znale¹¢ pewn¡ 3-form�, której pohodna zewn�trzna da drug¡form� Cherna.Nieh As = sA, natomiast krzywizna (As) Fs = sdA+ s2A ∧A:
tr(F ∧ F ) =

∫ 1

0

d

ds
tr(Fs ∧ Fs)ds =

∫ 1

0
tr(

d

ds
Fs ∧ Fs + Fs ∧

d

ds
Fs)ds =

= 2

∫ 1

0
tr(

d

ds
Fs ∧ Fs)ds = 2

∫ 1

0
tr(dA ∧ Fs)ds = 2d

∫ 1

0
tr(A ∧ Fs)ds =

= 2d

∫ 1

0
tr(A ∧ (sdA+ s2A ∧A))ds = 2d

∫ 1

0
tr(sA ∧ dA+ s2A ∧A ∧A)ds =

= 2d tr(
1

2
s2A ∧ dA+

1

3
s3A ∧A ∧A) |10= d tr(A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A) (1.142)gdzie 3-forma:

ω3 = tr(A ∧ dA+
2

3
A ∧A ∧A) (1.143)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 28jest form¡ Cherna�Simonsa.Polizmy pohodn¡ zewn�trzn¡ formy Cherna�Simonsa:
d (tr(A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A)) = tr (dA ∧ dA+A ∧ d(dA) +

2

3
d(A ∧A ∧A)) =

= tr (dA ∧ dA+
2

3
(3A ∧A ∧ dA))

= tr (dA ∧ dA+ 2A ∧A ∧ dA) (1.144)
tr(F ∧ F ) = tr (dA+A ∧A) ∧ (dA+A ∧A) =

= tr (dA ∧ dA+ 2A ∧A ∧ dA+A ∧A ∧A ∧A))

= tr (dA ∧ dA+ 2A ∧A ∧ dA) (1.145)o oznaza, »e:
tr(F ∧ F ) = dω = d (tr(A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A)) (1.146)Rozszerzaj¡ nasze rozwa»ania na dowolny wymiar rozmaito±i otrzymujemy, »e

(2k − 1)�forma Cherna�Simonsa wyra»a si� poprzez [10℄:
ω2k−1 = k

∫ 1

0
dt tk−1tr(A ∧ (dA+ t(A ∧A)k−1)) (1.147)Dziaªanie Cherna - Simonsa - SCS(A) mo»emy zde�niowa¢ jako [1℄:

SCS(A) =

∫

M
tr(A ∧ dsA+

2

3
A ∧A ∧A) (1.148)Dziaªanie to mo»e by¢ u»yte jako dziaªanie dla teorii pola w 3 wymiarah. Teorie wykorzy-stuj¡e dziaªanie Cherna � Simonsa nazywa¢ b�dziemy teoriami Cherna � Simonsa.W uj�iu klasyznym teoria ta nie jest interesuj¡a poniewa» równania ruhu z warunku

δSCS(A) = 0 ogranizaj¡ nas do pªaskiej koneksji A. Przekonamy si� o tym oblizaj¡wariaje dziaªania Cherna � Simonsa.
δSCS(A) = δ

∫

S
tr (A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A) =

∫

S
tr δ(A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A) =

=

∫

S
tr(δA ∧ dA+A ∧ δdA+

2

3
(δ(A ∧A) ∧A+ (A ∧A) ∧ δA)) =

=

∫

S
tr δA ∧ dA+A ∧ δdA+

2

3
(δA ∧A ∧A+A ∧ δA ∧A+A ∧A ∧ δA) =

=

∫

S
tr δA ∧ dA+ dA ∧ δA+ 2(A ∧A ∧ δA) =

= 2

∫

S
tr (dA+A ∧A) ∧ δA = 0 (1.149)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 29sk¡d otrzymujemy, »e dla dowolnego δA:
F = dA+A ∧A = 0 (1.150)Bardzo istotn¡ eh¡ tyh teorii jest to i» SCS(A) jest niezmiennize wzgl�dem wszyst-kih zahowuj¡yh orientaje dyfeomor�zmów na S, oraz jest równie» prawie gauge nie-zmiennize, tzn. niezmiennize ze wzgl�du na przeksztaªenie gauge ze spójnej skªadowejidentyzno±i grupy gauge. Dyfeomor�zn¡ niezmiennizo±¢ ªatwo wyja±ni¢ korzystaj¡z wªasno±i

∫

ω =

∫

φ∗ω (1.151)gdzie ω jest dowoln¡ form¡ a φ jest zahowuj¡ym orientaj� dyfeomor�zmem. W ogól-no±i mo»emy napisa¢, »e:
SCS(A) = SCS(φ∗A) (1.152)1.2.3 Instanton SU(2)Poni»sze rozwi¡zanie zostaªo znalezione w 1975 roku przez Belyavina, Polyakova,Shwarza i Tyupkina i do dzi± stosowane jest jako modelowe rozwi¡zanie wszystkihpó¹niejszyh rozwi¡za« instantonowyh.Rozwi¡zania instantonowe opisuj¡ tzw. rozi¡gªe kon�guraje pól. Wynikaj¡ one zwªasno±i topologiznyh danej teorii. W zale»no±i od wymiaru mamy:

• W 2D - strunopodobne wiry (vertex) Nielsena�Olesena skonentrowane wokóª liniiw przestrzeni
• W 3D - monopole magnetyzne t'Hoofta�Polyakova skonentrowane wokóª punktuw przestrzeni
• W 4D - instantony zyli zdarzenio�podobne kon�guraje pól skonentrowane wokóªpunktu w zasoprzestrzeniInstantonowe rozwi¡zania istniej¡ zarówno w nieabelowyh teoriah z ehowanie jak i wteorii grawitaji. Pojawiaj¡ si� tak»e w teoriah supersymetryznyh - supergrawitaji iw superstrunah.Dla 2-formy nat�»enia pola

F = dA+A ∧A (1.153)mamy nast�puj¡e równania ruhu:1. to»samo±¢ Bianhiego
dDF = dF + [A,F ] = dF +A ∧ F − F ∧A = 0 (1.154)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 302. oraz równo±¢ otrzyman¡ z wariaji dziaªana YM:
dD ∗ F = d ∗ F + [A, ∗F ] = d ∗ F +A ∧ ∗F − ∗F ∧A = 0 (1.155)Narzuaj¡ warunek F = ± ∗ F uzyskujemy rozwi¡zania automatyznie (poprzezto»samo±¢ Bianhiego) speªniaj¡e równania ruhu. + odnosi si� do rozwi¡za« samo-dualnyh (instantony), natomiast − do rozwi¡za« antysamodualnyh (antyinstantony).Warunku samodualno±i nie da si� narzui¢ na poziomie lagran»janu, mo»emy go narzui¢jedynie na poziomie równa« ruhu.Rozwa»my sferyznie symetryzne rozwi¡zanie F = ±∗F dla euklidesowej zterowy-miarowej przestrzeni. Sygnatura powinna by¢ euklidesowa (+ + ++) poniewa» w prze-strzeni Minkowskiego zahodzi ∗ ∗ F = −F , wi� warunek samodualno±i musiaªby by¢postai F = ±i ∗ F , o dla rzezywistyh pól Aa

µ jest niemo»liwe. Nasze rozwi¡zanie po-winno mie¢ sko«zon¡ energi� dlatego dla r → ∞ (r =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2)A powinno d¡»y¢ do zystego ehowania tzn.:
A→ −dU(x)U−1(x) (1.156)o równowa»ne jest F → 0. Zaªó»my, »e rozwi¡zanie jest postai:
A = f(r)γ−1dγ (1.157)gdzie reprezentaja fundamentalna grupy SU(2) ([10℄, (4.6))

γ(x) =
1

r

(

x4 − ix3 −x2 − ix1

x− ix1 x4 + ix3

) (1.158)
f(r)→ 1 dla r→∞ o równowa»ne jest »¡daniu »eby pole Aµ d¡»yªo do zystego polaehowania w niesko«zono±i, wtedy 2-forma F d¡»y do zera i energia tego rozwi¡zaniajest sko«zona.Korzystaj¡ z uzupeªnienia o grupie SU(2) mo»emy wprowadzi¢ baz� ortogonaln¡:

hj = −
1

r
(xjdx4 − x4dxj + ǫijkx

kdxl) (1.159)
h4 = dr =

xi

r
dxi (1.160)dla której zahodzi:

γ−1dγ = −
2i

r
hjTj (1.161)Podstawiaj¡ zaªo»on¡ posta¢ rozwi¡zania (1.157) do (1.153) otrzymujemy:

F =
df

dr
dr ∧ γ−1dγ + fdγ−1 ∧ dγ + f2γ−1dγ ∧ γ−1dγ =

=
df

dr
dr ∧ γ−1dγ + (f2 − f)(γ−1dγ)2 =

= −
2i

r

df

dr
h4 ∧ hiTi − (f2 − f)

2i

r2
ǫijkTihj ∧ hk (1.162)
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∗F = −

1

2
Tiǫ4ikl

2i

r

df

dr
hk ∧ hl − (f2 − f)

2i

r2
ǫjkm4Tiǫijkhm ∧ h4

= −
4i

r2
(f − f2)Tkh4 ∧ hk +

i

r

df

dr
ǫiklhk ∧ hlTi. (1.163)Po przyrównaniu F = ∗F otrzymujemy warunek na f(r):

1

r

df

dr
=

2

r2
(f − f2) (1.164)Którego rozwi¡zaniem jest:

f(r) =
r2

r2 + c2
(1.165)Dziaªanie dla tego rozwi¡zania:

S = −
1

g2
tr

∫

F ∧ ∗F = −
1

g2

∫

4

r3
(f − f2)

df

dr
h4 ∧ hj ∧ hk ∧ hlǫjkl =

=
24

g2

∫

(f − f2)
df

dr

d4x

r3
=

12

g2

∫
(

df

dr

)2 d4x

r2
=

48

g2

∫

d4x c4

(c2 + r2)4
=

=
96π2

g2

∫

r3dr

(1 + r2)4
=

8π2

g2
(1.166)Dziaªanie to jest miar¡ wkªadu rozwi¡za« nieperturbayjnyh (instantonów), w teoriikwantowej, do funkji:

Z ≈ e−Scl = e
−8π2

g2 (1.167)o oznaza, »e dla maªyh staªyh sprz�»enia g wkªad jest wykªadnizo maªy.Druga klasa Cherna reprezentuje niezmiennik topologizny
C2 =

1

8π2
tr

∫

F ∧ F = −1 (1.168)zatem instanton SU(2) jest nietrywialnym topologiznie rozwi¡zaniem. −C2 nazywamylizb¡ instantonow¡ rozwi¡zania.Korzystaj¡ z samodualno±i F = ∗F :
∫

trF ∧ F =

∫

trF ∧ ∗F (1.169)zyli
8π2C2 = −g2S ⇒ S = −

8π2C2

g2
(1.170)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 32Rozwi¡zanie to mo»na tak»e otrzyma¢ w nieo inny sposób [9℄, poprzez wprowadzenieªadunku topologiznego.Je»eli zde�niujemy form� dualn¡
F̃ a

µν =
1

2
ǫµναβF

a
αβ (1.171)gdzie ǫµναβ jest antysymetryznym tensorem Levi�Civity dla którego ǫ1234 = 1.Mo»emy wtedy zapisa¢ dziaªanie YM jako:

SY M (A) =

(

1

8g2

∫

(F a
µν ± F̃

a
µν)2 d4x

)

∓
8π2

g2
Q (1.172)gdzie Q jest ªadunkiem topologiznym (tzw. indeksem Pontryagina) danym przez:

Q =
1

32π2

∫

F a
µν F̃

a
µν d4x =

∫

∂µKµ d4x =

∫

Kµdσµ (1.173)dla którego Kµ jest pr¡dem Cherna�Simonsa
Kµ =

1

16π2
ǫµαβγ

(

Aa
α∂βA

a
γ +

1

3
fabcAa

αA
b
βA

c
γ

) (1.174)�adunek topologizny zale»y tylko od wªasno±i pól na sferze dla R → ∞. Dla Aµ =
iU∂µU

−1 ªadunek Q jest lizb¡ aªkowit¡.Z warunku sko«zonego dziaªania (1.172),
Aµ → 0, dla R→∞ (1.175)transformaja ehowania pola Aµ sprowadza si� do warunku zystego ehowania:

Aµ → iU(x)∂µU
−1(x), dla R→∞ (1.176)Wprowadzaj¡ lizb� Cherna�Simonsa NCS

NCS =

∫

K4 d3x (1.177)ªadunek topologizny Q mo»na wyrazi¢ jako:
Q =

∫

∂µKµ d4x =

∫

(

∂4K4 +∇~K
)

d4x =

∫ ∞

−∞
dt

d

dt

∫

K4 d3x

Q = ∆NCS = NCS(t =∞)−NCS(t = −∞) (1.178)Pola minimalizuj¡e dziaªanie S (1.172) powinny speªnia¢ warunek samosprz�»ono±i:
F a

µν = F̃ a
µν (1.179)



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 33Za warunek brzegowy przyjmujemy wyra»enie (1.176). Dziaªanie minimalne sprowadzasi� w ten sposób do wyra»enia:
S =

8π2

g2
|Q| (1.180)Rozwi¡zanie dla Q = 1 ma posta¢:

Aa
µ(x) = 2

ηaµνxν

x2 + q2
(1.181)gdzie

ηaµν =















ǫaµν a, µ, ν = 1, 2, 3,
−δaν µ = 4,
δaµ ν = 4,
0 µ = ν = 4

(1.182)G�sto±¢ lagran»janu jest proporjonalna do:
L ≈

q4

(x2 + q2)4
. (1.183)Stopnie swobody klasyznego rozwi¡zania instantonowego nazywamy wspóªrz�dnymikolektywnymi. W naszym przypadku rozwi¡zanie okre±lone jest przez pozyj� instantonuw przestrzeni, rozmiar instantonu q, oraz trzy parametry harakteryzuj¡e orientaj�instantonu w przestrzeni parametrów grupy ehowania.Aby nada¢ interpretaj� �zyzn¡ musimy odnie±¢ si� do struktury pró»ni, która jestbardzo skomplikowana dla nieabelowyh teorii z ehowaniem. Energia potenjalna pólehowania w zale»no±i od lizby Cherna�Simonsa tak jak przedstawia to rys (1.1) jestperiodyzna. Minima (stany pró»ni) pojawiaj¡ si� tylko dla aªkowityh NCS (odpowia-daj¡ one kon�guraji pól z �zystym� ehowaniem). Ka»de minimum jest topologiznieró»ne, o oznaza, »e danej kon�guraji pól odpowiadaj¡ej jednemu minimum nie mo»naotrzyma¢ stosuj¡ seri� in�nitezymalnyh transformaji ehowania z kon�guraji pól dlainnego minimum. Instantony powoduj¡ efekt tunelowania z jednego stanu pró»ni do in-nego. Przej±ie ze stanu pró»ni dla NCS = 0 do stanu z NCS = 1 jest mo»liwe dzi�kiinstantonowi o ªadunku Q = ∆NCS = 1, natomiast sytuaje odwrotn¡ mo»emy uzyska¢dla Q = ∆NCS = −1. Warto wspomnie¢, »e teorie perturbayjne opisuj¡ zjawiska tylkowokóª jednego minimum NCS = 0. Oznaza to, »e instantony mo»emy traktowa¢ �zyz-nie jako zlokalizowane w przestrzeni euklidesowej pseudoz¡stki, oraz zwi¡zane z nimiproesy tunelowania mi�dzy minimami (w zasoprzestrzeni Minkowskiego).
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Rysunek 1.1: Interpretaja instantonówInstantony w Modelu StandardowymW modelu standardowym i jego rozszerzeniah przewiduje si� pewne proesy ªami¡elizb� leptonow¡ w oddziaªywaniah elektrosªabyh oraz hiralno±¢ w oddziaªywaniahsilnyh. Mo»na te» mówi¢ o proesah ªami¡yh lizb� barionow¡. Proesy te nies¡ opisywane za pomo¡ metod perturbayjnyh. Zwi¡zane s¡ one z instantonami -topologiznie nietrywialnymi �uktuajami pól ehowania w teoriah Yanga�Millsa. Jakju» wiemy z poprzedniej z�±i instantony s¡ rozwi¡zaniami klasyznyh równa« ruhu w4-ro wymiarowej przestrzeni euklidesowej, odpowiadaj¡ym spey�znym kon�gurajompól ehowania, speªniaj¡yh odpowiednie warunki brzegowe. S¡ one zlokalizowane wzasoprzestrzeni. Dziaªanie dla instantonowej kon�guraji pól jest sko«zone. Wkªadyod instantonów s¡ nieperturbayjne, przez o nie ma ih w »adnym rz�dzie rahunkuzaburze«. Wkªady te s¡ proporjonalne do zynnika e−C/g2 (gdzie C jest lizb¡ dodatni¡natomiast g to staªa sprz�»enia danej teorii).Rozwi¡zania instantonowe mo»emy zinterpretowa¢ jako trajektorie opisuj¡e tune-lowe przej±ie mi�dzy stanami pró»ni. Przy obenyh energiah przekrój zynny na pro-esy ªamania symetrii lizby barionowej i leptonowej w oddziaªywaniah elektrosªabyhjest bardzo maªy, st¡d bardzo trudno zauwa»y¢ instantony elektrosªabe. Obenie dopusz-za si� równie» mo»liwo±¢, i» proesy instantonowe we wzesnym wszeh±wieie mogªybyby¢ odpowiedzialne za asymetri� mi�dzy materi¡ i antymateri¡.W QCD teoria i fenomenologia instantonów obejmuje takie zagadnienia jak:
• Modelowanie pró»ni QCD
• �amanie symetrii hiralnej
• Asymptotyka szeregu perturbayjnego
• Spektroskopia hadronów
• Nieperturbayjna produkja z¡stek



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 35�amanie hiralno±i prowadzi do tego, »e w proesah z udziaªem instantonów produ-kowane s¡ kwarki i antykwarki prawoskr�tne (dla antyinstantonów kwarki i antykwarki s¡lewoskr�tne). Zaobserwowanie tego faktu eksperymentalnie byªoby silnym argumentemistnienia proesów instantonowyh. W ka»dyh proesah instantonowyh produkowanajest jedna para kwarków dziwnyh s − s̄. U»ywaj¡ pary hiperonów Λ − Λ̄ (zawiera-j¡yh pierwotnie kwarki dziwne) mo»na by zmierzy¢ polaryzaj� pary kwarków s − s̄.Instantony i antyinstantony odpowiedzialne s¡ za ustawienie spinów pary s − s̄ w tymsamym kierunku o Λ − Λ̄. Wi� pomiar sprowadzaªby si� jedynie do obserwaji do-datkowyh przypadków z parami Λ − Λ̄ w stanie spinowym z S = 1 (w porównaniu dolizby przypadków w stanie spinowym z S = 0). Do±wiadzalnie pomiar polaryzaji jestbardzo skomplikowany, dodatkowo ilo±¢ tyh proesów byªaby bardzo maªa, o wi¡»e si�z trudno±iami wykryia takih proesów.Mo»liwo±i obserwaji efektów pohodz¡yh od instantonów QCD przy wykorzysta-niu akeleratora HERA w Hamburgu w gª�boko nieelastyznym rozpraszaniu elektron-proton zaproponowali A. Ringwald oraz F. Shrempp [11℄. W rozpraszaniu tym padaj¡yelektron sonduje struktur� protonu poprzez rozpraszanie na jego skªadnikah. Odno±nieinstantonów sprawa wygl¡da analogiznie. Instantony zwi¡zane s¡ z kwarkami, które po-jawiaj¡ si� jako zewn�trzne ¹ródªa (zerowe mody operatora Diraa). Padaj¡y elektronrozprasza si� na instantonie wybijaj¡ kwarki z ih modów zerowyh. Mo»na przypusz-za¢, »e eksperymentalne potwierdzenie przewidywa« Ringwalda�Shremppa, byªoby po-dobne do eksperymentów z kwarkami w Stanford.Je»eli hodzi o instantony elektrosªabe minimalna warto±¢ bariery energetyznej od-dzielaj¡ej ró»ne stany pró»ni jest równa Esp ≈ πMW /αW ≈ 7, 5TeV (tzw. energiasfaleronu). Poni»ej tej energii proesy zwi¡zane z instantonami elektrosªabymi s¡ wy-kªadnizo silnie tªumione. Obenie nadal istnieje problem wielko±i przekroju zynnegona obserwaje proesów instantonowyh dla energii wi�kszyh ni» Esp. Pewne oblizeniawykonaª (w szzególnyh przypadkah) A. Ringwald [11℄. Pokazaª on, »e dopiero powy-»ej energii okoªo 30 TeV przewidywany przekrój zynny wynosi w przybli»eniu 10−6pb.Wynik ten jest za maªy nawet dla obserwaji z LHC, jednak»e w zasi�gu rozwa»anegoprojektu VLHC. Inne mniej optymistyzne przewidywania (oblizenia semiklasyzne)przedstawiane przez Bezrukova i jego wspóªpraowników (BLRRT) [11℄ wskazuj¡, »eefekty instantonowe s¡ silnie tªumione nawet do energii rz�du 250 TeV. Oba te przewi-dywania s¡ zgodne ze sob¡ dla energii poni»ej Esp.Je»eli zaªo»ymy, »e przewidywane przekroje zynne s¡ prawdziwe dla bardzo du»yhenergii, to efekty instantonowe mo»na by obserwowa¢ w promieniowaniu kosmiznym obardzo wysokih energiah [11℄. Dla energii neutrin Eν ≥ 3 · 1010GeV droga oddziaªy-wania staje si� mniejsza ni» gª�boko±¢ atmosfery. Takie neutrina o skrajnie wysokihenergiah oddziaªuj¡ z atmosfer¡, (w proesah z udziaªem instantonów) powoduj¡ po-wstanie kaskady z¡stek wtórnyh, które mogªyby by¢ rejestrowane przez detektory pro-mieniowania kosmiznego. Detektory takie dziaªaj¡ np. w obserwatorium Pierre Auger,dzi�ki zemu mo»liwa jest wery�kaja tyh przewidywa«.



ROZDZIA� 1. FORMALIZM WI�ZEK W�ÓKNISTYCH . . . 36Inne iekawe zastosowania instantonów pokazaª m.in. 't Hooft. Wykazaª on, »e in-stantony mog¡ by¢ odpowiedzialne za ªamanie symetrii aksjalnej U(1), oraz »e wyja±niaj¡one problem masy mezonów η. Jeszze innym przykªadem zastosowania instantownówmog¡ by¢ odkryte w 2003 roku w¡skie stany mezonów powabnyh tzw. �podwojenia hi-ralnego�. Podstaw¡ teoretyzn¡ tego zjawiska jest wªa±nie instantonowa pró»nia QCD.Choia» wszystkie powy»sze przykªady s¡ dobrze opisane teoretyznie nadal brakujeeksperymentalnego bezpo±redniego dowodu na istnienie instantonów.Dyskusja modelu standardowego z punktu widzenia teorii wi¡zek wªóknistyh, przed-stawiona w tym rozdziale, jest gªównie klasyzna. Przej±ie do kwantowyh aspektówteorii pola mo»emy formalnie stowarzyszy¢ z prób¡ rozi¡gni�ia formalizmu na dowolnerozmaito±i (zasowo-przestrzenne) gªadkie, a wi� uwzgl�dniaj¡ obeno±¢ materialnegopola grawitayjnego. Taka próba zostaªa zapoz¡tkowana w latah 80-tyh XX wieku(Segal, Atyiah, Witten), i o wa»ne dla tematu tej pray, równoze±nie odnosi si� dozysto topologiznej informaji zakodowanej w strukturze kwantowej teorii pola (w do-wolnyh wymiarah). To przedsi�wzi�ie jest znane jako topologizne kwantowe teoriepola (TQFT) i zostanie przybli»one w nast�pnyh rozdziaªah.



Rozdziaª 2Topologizne Kwantowe Teorie PolaWielkim wyzwaniem dla �zyki XX i XXI wieku byªo i nadal jest pogodzenie i jed-nolity, opis teorii grawitaji (OTW) i kwantowej teorii pola (KTP). Obie teorie s¡ bar-dzo dobrze wery�kowalne do±wiadzalnie w swoih zakresah stosowalno±i. Powstaniekwantowej teorii grawitaji powinno przynie±¢ nie tylko lepsze zrozumienie wªasno±i za-soprzestrzeni, ale tak»e lepsze zrozumienie teorii kwantowyh. Ozywi±ie ze wzgl�du naolbrzymie sukesy teorii kwantów trudno wyobrazi¢ sobie, i» teoria kwantowa miaªabyzosta¢ zast¡piona, przez jak¡± inn¡ teori�. Teoria grawitaji oraz teorie kwantowe bazuj¡na zupeªnie ró»nyh dziedzinah matematyki. OTW bazuje na analizie na rozmaito±iahró»nizkowyh, którymi modelujemy zasoprzestrze«, natomiast teorie kwantowe posªu-guj¡ si� przestrzeniami Hilberta i aparatem operatorów na tyh przestrzeniah. Mo»eto sugerowa¢, »e poª¡zenie tyh dwóh teorii wymaga¢ b�dzie jakiego± aªkiem nowegoformalizmu. W rozdziale tym spróbujemy poda¢ pewn¡ propozyj� jednolitego opisukwantowej teorii pola oraz grawitaji, wyhodz¡¡ z formalizmu teorii kategorii [2℄, [3℄,[5℄, [8℄. Pewne podstawowe informaje dotyz¡e teorii kategorii mo»na znale¹¢ w uzupeª-nieniah (4.2). Interesowa¢ nas tutaj b�d� dwie kategorie. Pierwsza to kategoria Hilb,której obiektami s¡ przestrzenie Hilberta natomiast mor�zmami s¡ liniowe operatorymi�dzy tymi przestrzeniami. Drug¡ kategori¡ b�dzie kategoria tzw. kobordyzmów nCobgdzie obiekty to (n− 1)-wymiarowe rozmaito±i, odpowiadaj¡e przestrzennej skªadowejzasoprzestrzeni. Natomiast mor�zmami s¡ n-wymiarowe rozmaito±i zwane kobor-dyzmami, które odpowiadaj¡ zasoprzestrzeni. Bardzo ªatwo wyobrazi¢ sobie obiektyi mor�zmy kategorii nCob, wystarzy przyjrze¢ si� gra�znej reprezentaji diagramówFaynmana. Ka»da z rozmaito±i z kategorii nCob ma niewiele wspólnego z przestrze-niami Hilberta. Poka»emy jednak, »e gdy porównamy struktur� wszystkih rozmaito±itworz¡yh nCob ze struktur¡ Hilb wyªoni¡ si� zdumiewaj¡e podobie«stwa.Arhetypem kategorii jest kategoria zbiorów Set. Obiektami w tej kategorii s¡ zbiory,natomiast mor�zmami s¡ funkj� przeprowadzaj¡e jedne zbiory w inne (f :X → Y ).Traktowanie zbiorów jako przykªadu kategorii mo»e by¢ myl¡e poniewa» jedyn¡ infor-maj¡ jak¡ posiada obiekt x w tej kategorii jest jego nazwa �x�. W ogólnyh kategoriahmor�zmy s¡ równie wa»ne jak obiekty a nawet s¡ bardziej podstawowe. Caªa in-formaja o kategorii mo»e by¢ zapisana w strukturze jej mor�zmów.37



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 38Obiekty i mor�zmy w teorii kategorii mog¡ by¢ jednak zupeªnie inne ni» zbiory i funkje.Dobrym przykªadem jest kluzowa dla TQFT kategoria kobordyzmów.Naturalne wydaje nam si� zaªo»enie, »e ukªad kwantowy opisywany jest poprzez zbiórstanów. Mo»na by ozekiwa¢, »e powinna istnie¢ pewna naturalna zale»no±¢ pomi�dzykategori¡ Hilb a kategori¡ Set. W j�zyku kategorii mówimy, »e byªby to funktor, tzn.obiektom i mor�zmom jednej kategorii przyporz¡dkowujemy obiekty i mor�zmy drugiejkategorii, tak »e speªnione s¡ pewne wªasno±i (por. Uzupeªnienie 4.2). Okazuje si� jed-nak, »e du»o wi�ksze podobie«stwa zahodz¡ pomi�dzy kategoriami Hilb i nCob ni» Set.To wyra¹ne wskazanie na to, »e mo»e nale»aªoby zrezygnowa¢ z przypisywania wyró»-nionej i nadrz�dnej roli kategorii Set, gdy my±limy o uzgodnieniu formalizmu mehanikikwantowej i OTW. To te» przesªanka za badaniem topologiznyh kwantowyh teoriipola w tym kontek±ie.2.1 De�nija TQFTZaznijmy od okre±lenia pewnyh obiektów. Rozpatrzmy Riemannowsk¡ rozmaito±¢
M z metryk¡ gµν i nieh Φ oznaza zbiór pewnyh pól na M , dla któryh mo»emyzapisa¢ dziaªanie S(Φ). Operatory odpowiadaj¡e obserwablom oznazmy przez O(Φ).S¡ to funkjonaªy pól. Mo»emy zde�niowa¢ warto±¢ ozekiwan¡ pró»ni ilozynuoperatorów jako:

〈OαOβ · · · Oγ〉 =

∫

e−S(Φ)Oα(Φ)Oβ(Φ) · · · Oγ(Φ)D(Φ) (2.1)gdzie D(Φ) jest pewn¡ miar¡ funkjonaln¡.Kwantow¡ teorie pola na M nazwiemy topologizn¡ je»eli powy»szy zbiór operato-rów (obserwabli) teorii, jest niezmiennizy przy dowolnej deformaji metryki, zyli:
δg 〈OαOβ · · · Oγ〉 = 0 (2.2)o oznaza, »e warto±i ozekiwane ilozynu operatorów s¡ niezmiennikami topologiz-nymi (niezale»nymi od metryki).Je»eli wielko±i te s¡ niezmiennize ze wzgl�du na dyfeomor�zmy bazowej rozmaito±i

M to wtedy mówimy o gªadkih niezmiennikah.W uj�iu aªek po trajektoriah Feynmana w kwantowej teorii pola amplitudy przej-±ia mo»emy wyrazi¢ jako pewne aªki po aªej przestrzeni pól modulo swoboda eho-wania (u»ywaj¡ do tego pewnej miary funkjonalnej DΦ) z:
e

i
~
S(Φ)DΦ (2.3)gdzie S to pewne dziaªanie klasyzne. Zwykle s¡ problemy z poprawnym zde�niowa-niem tej �miary� funkjonalnej, ale nasza dyskusja jest jedynie �heurystyzna� i hodzio przedstawienie pewnyh idei. Okazuje si�, »e taka analiza prowadzi do poprawnyhmatematyznie wyników.



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 39Rozwa»my teorie YM z wi¡zk¡ E jakoG-wi¡zk¡ nad zorientowan¡ (pseudo)-Riemmanowsk¡rozmaito±i¡ M . Je»eli przez A oznazymy koneksj� wi¡zki E, wtedy dziaªanie YM mo-»emy zapisa¢ jako (1.67)
SY M (A) =

1

2

∫

M
tr(F ∧ ∗F ). (2.4)W klasyznej teorii pola zainteresowani jeste±my rozwi¡zaniami równa« YM, które otrzy-mujemy z zasady wariayjnej. Natomiast w kwantowej teorii pola u»yjemy klasyznegodziaªania do zde�niowania i wyznazenia warto±i ozekiwanej pró»ni obserwabli teo-rii. Obserwabl� mo»emy traktowa¢ jako gauge niezmienniz¡ funkj� na przestrzeni Awszystkih G-koneksji na E. Warto±¢ ozekiwan¡ pró»ni obserwabli O mo»emy zde�nio-wa¢ analogiznie jak w (2.1) jako:

< O >=
1

Z

∫

A
O(A)e

1

~
SY M (A)DA (2.5)gdzie DA jest miar¡ funkjonaln¡ na A, a staªa normalizayjna Z:

Z =

∫

A
e

1

~
SY M (A)DA (2.6)nazywana jest funkj¡ rozkªadu (ang. partition funtion) analogiznie jak w �zyestatystyznej.Warto zaznazy¢, »e obserwable w teoriah z ehowaniem w formalizmie aªek potrajektoriah s¡ gauge niezmiennizymi funkjami na A, zyli aªkowanie odbywa si�wªa±iwie po przestrzeni A/G, gdzie G jest grup¡ przeksztaªe« ehowania wi¡zki E.Zobazymy jak w naturalny sposób, przy skorzystaniu z formalizmu teorii kategorii,pojawia si� funkja rozkªadu w topologiznej kwantowej teorii. Istnieje zupeªnie ogólneprzedstawienie wªasno±i takih teorii. Odpowiedni¡ aksjomatyk� podaª Atiyah [5℄. Cie-kawe, »e ju» na poziomie aksjomatów wyst�puje obiekt odpowiadaj¡y powy»szej funkjirozkªadu w sformuªowaniu aªek po trajektoriah.Aksjomaty Atiyah'aDe�nija 1 n-wymiarow¡ topologizn¡ kwantow¡ teori¡ pola jest funktor Z(patrz Uz. 4.2) który przyporz¡dkowuje:1. ka»dej zamkni�tej, zorientowanej, gªadkiej, (n− 1)-wymiarowej rozmaito±i Σzespolon¡, sko«zenie wymiarow¡ przestrze« wektorow¡ Z(Σ)2. dla ka»dej zwartej, zorientowanej n-wymiarowej rozmaito±i M z brzegiem Σ,wektor Z(M) ∈ Z(Σ)



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 40Ponadto wymaga si� speªnienia nast�puj¡yh aksjomatów:A.1.
Z(Σ∗) = Z(Σ)∗ (2.7)gdzie Σ∗ oznaza Σ z przeiwn¡ orientaj¡, natomiast Z(Σ)∗ jest przestrzeni¡liniow¡ dualn¡.A.2. Rozª¡znej sumie (n− 1)-rozmaito±i Σ1, Σ2 odpowiada ilozyn tensorowyprzestrzeni liniowyh:

Z(Σ1 ∪ Σ2) = Z(Σ1)⊗ Z(Σ2) (2.8)A.3. Dla ka»dego dyfeomor�zmu f : Σ1 → Σ2 pomi�dzy zamkni�tymi, (n−1)-wymiarowymirozmaito±iami Σi istnieje liniowy izomor�zm Z(f):Z(Σ1) → Z(Σ2), dla któregozahodzi Z(fg) = Z(f)Z(g) (gdzie g: Σ2 → Σ3). Dodatkowo dla ka»dego dyfe-omor�zmu h:M1 → M2 pomi�dzy zwartymi n-wymiarowymi rozmaito±iami (zbrzegami ∂Mi = Σi) zakªadamy, »e Z(M2) = Z(h)((Z(M1))).A.4. �¡zno±¢. Je±li M1 i M2 z brzegami odpowiednio Σ∗
1 ∪ Σ2 i Σ∗

2 ∪ Σ3, s¡ sklejonewzdªu» wspólnego brzegu Σ2, to dla takiego zªo»enia kobordyzmówM = M1∪Σ2
M2zahodzi:

Z(M) = Z(M1 ∪Σ2
M2) = Z(M2) ◦ Z(M1) ∈ Hom(Z(Σ1), Z(Σ3)). (2.9)A.5. Dla pustej (n− 1)-wymiarowej rozmaito±i

Z(∅) = C (2.10)gdzie C jest przestrzeni¡ lizb zespolonyh.A.6. Z(Σ× I) = idZ(Σ) jest endomor�zmem identyzno±iowym na Z(Σ) .Aksjomaty (A.1) oraz (A.2) implikuj¡, »e dla dowolnej n-rozmaito±i M , którejbrzegiem jest ∂M : Σ∗
1 ∪ Σ2, funktor Z przypisuje wektor Z(M) ∈ Z(Σ1)

∗ ⊗ Z(Σ2) =Hom(Z(Σ1), Z(Σ2)).Watro zauwa»y¢, »e nie wyst�puje tu jawnie lokalna symetria Lorentza. Dyskusja tejsymetrii mo»e by¢ podj�ta po odpowiednim wyborze przestrzeni Hilberta przyporz¡dko-wanyh brzegom n-rozmaito±i.Konsekwenje aksjomatów Atiyah'a1. Dla rozª¡znyh rozmaito±i M1 oraz M2 (dla któryh ∂Mi = Σi oraz Σ1∩Σ2 = ∅)korzystaj¡ z A.4, wektor Z(M1 ∪M2) jest ilozynem tensorowym odpowiednihwektorów
Z(M1 ∪M2) = Z(M1)⊗ Z(M2) ∈ Z(Σ1)⊗ Z(Σ2) (2.11)



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 412. Stosuj¡ A.4 w przypadku gdy M1 = M2 = ∅ otrzymujemy, »e Z(M1 ∪M2) =
Z(∅) ∈ C speªnia Z(∅) = 1.3. Stosuj¡ A.4 dla M = Σ× I (gdzie Σ jest zamkni�t¡, (n−1) wymiarow¡ rozmaito-±i¡, natomiast I = [0, 1]) otrzymujemy, »e Z(M):Z(Σ) → Z(Σ) jest operatoremrzutowym speªniaj¡ym Z(M)2 = Z(M)4. Dla zamkni�tej n-wymiarowej rozmaito±i brzeg jest pusty (∂M = ∅), wi� korzy-staj¡ z A.5 (2.10) wektor Z(M) ∈ Z(Σ) b�dzie lizb¡ zespolon¡, która zale»y odklasy dyfeomor�zmów gªadkiej rozmaito±i M . Lizby te s¡ jak mówimyniezmiennikami topologiznymi gªadkih rozmaito±i, hoia», jak widzimy, s¡razej niezmiennikami gªadkih struktur rozmaito±i. Przy zaªo»eniu jednoznaznejodpowiednio±i struktur gªadkih i topologii rozmaito±i, s¡ to równowa»ne poj�ia.W ogólnej sytuaji i w analogii do �zyki statystyznej, sposób przyporz¡dkowa-nia tyh lizb rozmaito±iom (wi� wylizenie ih np. pewn¡ aªk¡ funkjonaln¡)nazywamy funkjami rozkªadu (por. 2.6) rozmaito±i M .

I(M):= Z(M). (2.12)5. Dla zwartej n-wymiarowej rozmaito±iM z brzegiem ∂M : Σ∗
1∪Σ2, gdzie Σ1 oraz Σ2s¡ dyfeomor�zne, mo»emy u»y¢ tego dyfeomor�zmu f : Σ2 → Σ1 aby sklei¢ M zesob¡ wzdªu» tego brzegu i otrzyma¢ now¡ zamkni�t¡ rozmaito±¢Mf . Korzystaj¡ zA.3 istniej izomor�zm przestrzeni wektorowyh g:Z(Σ2)→ Z(Σ1) , taki »e funkjarozkªadu rozmaito±i Mf mo»e by¢ wyra»ona jako ±lad:

I(Mf ) = trZ(Σ1)(g ◦ Z(M)) (2.13)W formalizmie aªek po trajektoriah lizenie ±ladu jest równowa»ne wyaªkowaniupo wszystkih mo»liwyh warunkah brzegowyh Σ1 =f Σ2. Je»eli przyjmiemy, »e
Σ1 = Σ2 = Σ natomiast g = idZ(Σ)

I(MidΣ
) = trZ(Σ)Z(M) =

∫

e
i
~
S(A,e)DADe (2.14)Wypisali±my tutaj zale»no±¢ dziaªania S równie» od pól e, które okre±laj¡ zale»no±¢od metryki. Wyaªkowanie po wszystkih takih polah (zatem obeno±¢ miary De waªe funkjonalnej) prowadzi do uzyskania wielko±i (funkji rozkªadu Z) niezale»nej odmetryki, zyli b�d¡ej topologiznym niezmiennikiem.Dlatego szzególnie wa»ne s¡ punkty 4 i 5. To dzi�ki dyfeomor�znej symetrii gauge,funkja rozkªadu I(M), wyznazana z aªki funkjonalnej, jest niezmiennikiem topolo-giznym gªadkiej rozmaito±i M . Choia» funkja rozkªadu sama nie jest bezpo±redniointerpretowana �zyznie, to z niej uzyskujemy ju» �zyzne wielko±i teorii.



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 42Takimi �zyznie istotnymi wielko±iami teorii s¡ elementy maierzowe uzyskane zfunkji rozkªadu:
< ψ(A|Σ1

) | Z(M) | ψ(A|Σ2
) >=

∫

ψ(A|Σ1
)ψ(A|Σ2

)e
i
~
S(A,e)DADe (2.15)

ψ(A|Σi
), i = 1, 2 s¡ kon�gurajami pól w hwili t = t1 i t = t2, zyli okre±lonymi na Σ1 i

Σ2 i dlatego nie zale»¡ od e.Taka topologizna teoria byªaby mo»e formalnie iekawa ale pusta gdyby nie kon-kretne przykªady skonstruowane w i¡gu ostatnih lat a wªa±iwie u±wiadomienie sobieroli topologiznej niezmiennizo±i w kontek±ie teorii znanyh du»o wze±niej, takihjak teorie Yanga�Millsa. TQFT to dobry aparat matematyzny do dyskusji topologiz-nej niezmiennizo±i, zy dyfeomor�znej niezmiennizo±i w teoriah pola. Mo»na dzi�kiniemu wykry¢ i zanalizowa¢ np. elementy utrudniaj¡e jednolity opis teorii YM i OTW.Niezwykle interesuj¡ym przykªadem topologiznej kwantowej teorii pola w4-h wymiarah jest teoria Donaldsona�Wittena, któr¡ podaª Witten w swojej prayz 1988 roku. Zauwa»yª on fakt, »e pewna zmody�kowana wersja supersymetryznejteorii Yanga�Millsa z N = 2 supersymetriami w pªaskiej 4-ro wymiarowej przestrzeniMinkowskiego, nie posiada ju» lokalnyh stopni swobody, posiada natomiast jedynie glo-balne stopnie swobody, które s¡ niezmiennikami topologiznymi nowyh (niepªaskih)4-ro rozmaito±i. Dzi�ki tej mody�kaji, zwanej z�sto skr�eniem (ang. twist), Wittennadaª �zyzn¡ interpretaj� matematyznej teorii Donaldsona. Wielomiany Donaldsonato niezmienniki topologizne zwartyh, jednospójnyh gªadkih 4-ro rozmaito±i, znaneod okoªo 1982 roku. Pytanie o istnienie takiej �zyznej interpretaji zostaªo sformuªo-wane przez Atiyah'a jako jeden z podstawowyh problemów �zyki teoretyznej. Chodziªoo znalezienie (je±li w ogóle byªoby to mo»liwe) teorii pola, w której wielomiany Donald-sona byªyby obserwablami tej teorii, tzn funkjami korelaji. Podobny problem dotyzyª�zyznej interpretaji niezmienników topologiznyh w�zªów i splotów zanurzonyh w3-wymiarowyh rozmaito±iah. Matematyznymi niezmiennikami takih w�zªów i splo-tów s¡ znane od 1985 wielomiany Jonesa. Rozwi¡zanie obu tyh problemów podaª Wit-ten. Byªa to wªa±nie teoria pola Donaldsona�Wittena w wymiarze 4 oraz 3-wymiarowateoria Cherna�Simonsa. Opróz tyh dwóh modeli Witten podaª jeszze topologiznymodel σ w dwóh wymiarah generuj¡y tzw. niezmienniki Grromova-Wittena.2.2 Formalizm teorii kategorii w TQFTKorzystaj¡ z pewnyh analogii z OTW, je»eli zaªo»ymy, »e wszeh±wiat jest mode-lowany n-wymiarow¡ rozmaito±i¡, mamy aªkowit¡ dowolno±¢ przy wyborze (n − 1)-wymiarowej rozmaito±i reprezentuj¡ej nasz¡ przestrze« w ustalonej hwili zasu. Po-nadto je»eli mamy dwie takie rozmaito±i, powiedzmy Σ i Σ′, to wybór dowolnej n-wymiarowej rozmaito±i z brzegiem np. M z brzegiem ∂M = Σ∪Σ′, reprezentuje obszarzasoprzestrzeni zawartej mi�dzy Σ i Σ′. Mo»emy wtedy napisa¢, »e M : Σ→ Σ′. Wartozauwa»y¢, »e M nie jest zwykª¡ funkj¡ z Σ do Σ′. O M mo»emy powiedzie¢, »e przed-stawia pewien proes zahodz¡y w zasoprzestrzeni pomi�dzy hwil¡ Σ i Σ′.



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 43Matematyy nazywaj¡ M kobordyzmem z Σ do Σ′. W ten sposób mamy okre±lon¡kategori� nCob, której obiektami s¡ (n − 1)-wymiarowe rozmaito±i zamkni�te a mor�-zmami s¡ wªa±nie n-wymiarowe kobordyzmy pomi�dzy tymi rozmaito±iami.Kategoria kobordyzmów - nCobKategoria nCob, zyli kategoria n-wymiarowyh kobordyzmów to kategoria w której,obiektami s¡ (n−1)�wymiarowe zorientowane i zamkni�te (zyli zwarte i bez brzegu) roz-maito±i Σ, natomiast mor�zmamiM : Σ→ Σ′ s¡ kobordyzmy, zyli zwarte, zorientowanen-wymiarowe rozmaito±i M . Mor�zmy te nie s¡ po prostu funkjami zahowuj¡ymipewn¡ struktur� (mnogo±iow¡) obiektów - rozmaito±i.Kobordyzmy mo»na ze sob¡ skleja¢. W wyniku skªadania kobordyzmów M : Σ → Σ′oraz N : Σ′ → Σ′′ otrzymujemy kobordyzm NM : Σ→ Σ′′. Mo»na to zilustrowa¢ poprzeztraktowanie kobordyzmu jako proesu zahodz¡ego w pewnym zasie. Skªadanie mówinam wtedy, »e proes zahodz¡y w zasie t (koresponduj¡y z M) nast�pnie w zasie
t′ (koresponduj¡y z N), mo»emy potraktowa¢ jako proes zahodz¡y w zasie t + t′(koresponduj¡y z NM). Skªadanie kobordyzmów speªnia prawo:

(M ′′M ′)M = M ′′(M ′M) (2.16)Dodatkowo dla ka»dej (n−1)-wymiarowej rozmaito±i Σ istnieje kobordyzm 1Σ: Σ→
Σ zwany kobordyzmem identyzno±iowym lub trywialnym, dla którego topologia roz-maito±i Σ pozostaje niezmieniona.

1ΣM = M1Σ = M (2.17)Dwa kobordyzmy nieodró»nialne w kategorii nCob s¡ wyznazone z dokªadno±i¡ dotzw. relaji homotopii. Dokªadniej:Je±li M i N s¡ dwoma przestrzeniami topologiznymi, wówzasDe�nija 2 Odwzorowania i¡gªe f, g:M → N nazywamy homotopijnymi (f ∼= g)je»eli istnieje i¡gªe odwzorowanie F : [0, 1] ×M → N dla którego F (0, p) = f(p) oraz
F (1, p) = g(p) dla dowolnego p ∈M . Odwzorowanie F nazywamy homotopi¡.De�nija 3 M i N s¡ homotopijnie równowa»ne (tego samego typu homotopii M ∼=
N) je»eli istniej¡ odwzorowania i¡gªe f :M → N oraz g:N →M takie, »e: f ◦ g ∼= idNoraz g ◦ f ∼= idMMaj¡ dyfeomor�zm f : Σ1 −→ Σ2, mo»emy utworzy¢ kanonizny, trywialny kobor-dyzm Mf : Σ1 → Σ2:

Σ1
id
−→M × I

f−1

←− Σ2 (2.18)



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 44Zahodzi:Twierdzenie 1 Dwa dyfeomor�zmy Σ1
f
−→ Σ2 oraz Σ1

f ′

−→ Σ2 wyznazaj¡ t� sam¡klas� kobordyzmów M : Σ1 → Σ2 wtedy i tylko wtedy, gdy s¡ homotopijne.Zobazmy o taka kategoria mo»e mie¢ wspólnego z teoriami kwantowymi. Po pierw-sze, tak jak mo»emy wybra¢ (n−1)-wymiarow¡ rozmaito±¢ reprezentuj¡¡ przestrze«, taksamo mo»emy u»y¢ pewnej przestrzeni Hilberta do opisania stanów dowolnego ukªadukwantowego. Po drugie analogiznie jak przy wyborze kobordyzmów mo»emy u»y¢ opera-torów do opisu przej±ia ze stanów jednego ukªadu kwantowego do stanów innego ukªadu.�i±lej rzez bior¡, maj¡ ukªady któryh stany opisywane s¡ przez przestrzenie Hilberta
H i H ′ mo»emy zde�niowa¢ operator T :H → H ′ opisuj¡y proes przenoszenia stanówz pierwszego ukªadu kwantowego na drugi. Mo»emy dodatkowo zaªo»y¢, »e operator Tjest unitarny, o odpowiadaªoby np. ewoluji stanów kwantowyh.Maj¡ jednostkowy wektor ψ ∈ H i ortogonaln¡ baz� φi ∈ H ′ mo»emy wyznazy¢wzgl�dne prawdopodobie«stwo, »e ukªad przygotowany w stanie ψ po zaj±iu proesu Tb�dzie obserwowany w stanie φi. Prawdopodobie«stwo to jest równe | < φi, Tψ > |2.U»yie nieunitarnyh operatorów do opisu proesów kwantowyh jest równie» mo»liwe,np. gdy pewn¡ z�±¢ ukªadu traktujemy klasyznie. W ogólno±i zakªada si�, »e nafundamentalnym poziomie, prawa natury w teoriah kwantowyh opisuj¡e ewoluj� wzasie, opisywane s¡ przez operatory unitarne. Je±li jednak dopu±imy zmian� topologiiprzestrzeni, to taka ewoluja mo»e by¢ opisywana operatorem nieunitarnym. Dlatego wkategorii Hilb bierzemy pod uwag� wszystkie operatory liniowe pomi�dzy przestrzeniamiHilberta i s¡ to wªa±nie mor�zmy tej kategorii. Odpowiadaj¡ im "proesy", podobniejak w kategorii nCob, gdzie wszystkie mor�zmy, tj. n-kobordyzmy, kwali�kujemy jakozasoprzestrzenie.Analogie mi�dzy kategoriami nCob i Hilb mo»emy zastosowa¢ do opisu analogii po-mi�dzy OTW oraz teoriami kwantowymi. Przedstawia to poni»sza tabela.AnalogieOTW Teoria kwantowa(n− 1)-wymiarowa rozmaito±¢ Przestrze« Hilberta(przestrze«) (stany)Kobordyzmy Operatory liniowe(zasoprzestrze«) (proesy)skªadanie kobordyzmów skªadanie operatorówkobordyzm trywialny operator idTablia 2.1: Analogie mi�dzy OTW i teori¡ kwantow¡Analogie te staj¡ si� bardziej ozywiste je»eli posªu»y¢ si� j�zykiem topologiznyhkwantowyh teorii pola. TQFT mo»na opisa¢ jako pewien funktor z nCob do Hilb.



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 452.2.1 Pewne wªasno±i TQFT jako funktora z nCob do HilbPrzypomnijmy, »e (patrz uzupeªnienia 4.2)Kategoria skªada si� z klasy obiektów, oraz pewnej klasy mor�zmów f :x → y dladwóh dowolnyh obiektów x i y nale»¡yh do kategorii. Mo»emy skªada¢ mor�zmy
f :x → y, g: y → z otrzymuj¡ mor�zm fg:x → z. Skªadanie mor�zmów musi speªnia¢
f(gh) = (fg)h oraz 1xf = f , f1x = f , gdzie 1x:x → x jest mor�zmem identyzno-±iowym. W pewnyh przypadkah (np. Hilb) mo»emy rozpatrywa¢ obiekty kategoriijako [1℄ zbiory z wewn�trzn¡ struktur¡, podzas gdy mor�zmy to funkje zahowuj¡ewewn�trzn¡ struktur� obiektów.Funktorem mi�dzy kategoriami nazywamy odwzorowanie przeprowadzaj¡e obiektyi mor�zmy jednej kategorii w obiekty i mor�zmy drugiej kategorii, tak aby skªadanie iidentyzno±¢ byªy zahowane.W ten sposób mo»emy powiedzie¢, »e topologizna kwantowa teoria pola jest funk-torem, gdzie rol� przestrzeni liniowyh w de�niji Atiyah'a peªni¡ przestrzenie Hilberta:

Z:nCob→ Hilb. (2.19)De�nija ta oznaza, »e ka»dej (n− 1)-wymiarowej rozmaito±i Σ odpowiada przestrze«Hilberta Z(Σ), natomiast ka»demu n-wymiarowemu kobordyzmowi odpowiada liniowyoperator Z(M):Z(Σ)→ Z(Σ′). Dodatkowo speªnione s¡ nast�puj¡e zale»no±i:
• Dla dowolnyh n-wymiarowyh kobordyzmów M : Σ→ Σ′ oraz M ′: Σ′ → Σ′′ zaho-dzi:

Z(M ′M) = Z(M ′)Z(M) (2.20)
• Dla dowolnej (n− 1)-wymiarowej rozmaito±i Σ zahodzi:

Z(1Σ) = 1Z(Σ) (2.21)Z drugiego podpunktu mo»na wnioskowa¢, »e stany ukªadu w którym nie ma zmiany to-pologii nie s¡ opisywane przez teori�. Oznaza to, »e TQFT opisuje ukªad nie zawieraj¡ylokalnyh stopni swobody - �bakground free theory�.W kategorii nCob mo»emy zde�niowa¢ sprz�»enie hermitowskie kobordyzmuM : Σ1 →
Σ2 jako nowy kobordyzm M †: Σ∗

2 → Σ∗
1, który otrzymujemy z odwróenia orientaji ko-bordyzmu M .Naturalny ilozyn w kategorii Hilb to ilozyn tensorowy przestrzeni Hilberta, a wkategorii nCob suma rozª¡zna (n − 1)-rozmaito±i. Jednak w kategorii Hilb mo»emyrównie» utworzy¢ ilozyn tensorowy dwóh operatorów liniowyh i w efekie otrzyma¢operator, który dziaªa pomi�dzy odpowiednimi ilozynami tensorowymi przestrzeni Hil-berta. Mo»na powiedzie¢, »e okre±lony jest w ten sposób ª¡zny proes tyh dwóh,zahodz¡yh równolegle. Podobnie w kategorii nCob mo»emy utworzy¢ ilozyn kobor-dyzmów i otrzyma¢ ih sum� rozª¡zn¡. Taka suma to te» pewien ª¡zny proes pewnyhrównolegªyh proesów.



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 46Oba te ilozyny w Hilb i nCob maj¡ wspóln¡ eh�: nie s¡ to ilozyny kartezja«-skie, tzn. takie, »e byªoby jednoznaznie okre±lone rzutowanie na poszzególne zynnikii te rzutowania byªyby funktorami w odpowiednih kategoriah. W nCob trudno pokaza¢naturalny kobordyzm pomi�dzy np. Σ1⊗Σ2 a Σ1 (Σ1⊗Σ2 to ozywi±ie suma rozª¡znarozmaito±i Σ1 i Σ2). Podobnie, w Hilb nie ma naturalnego i jednoznaznego rzutowa-nia H1 ⊗ H2 → H1 (tutaj, H1 ⊗ H2 → H1 oznaza ilozyn tensorowy przestrzeni H1 i
H2). Pewne wektory w ilozynie tensorowym przestrzeni nie s¡ ilozynem tensorowymwektorów z przestrzeni skªadowyh. Ta ostatnia wªasno±¢ jest odpowiedzialna za zystokwantowe zjawiska jak interferenja stanów zy spl¡tanie stanów.Je±li, natomiast, we¹miemy kategori� Set (zbiorów i funkji), to naturalnym produk-tem kartezja«skim jest tutaj ilozyn kartezja«ski dwóh zbiorów. Istnieje jednoznaznieokre±lona funkja (a wi� mor�zm w Set) z ilozynu kartezja«skiego dwóh zbiorów naposzzególne zynniki - zbiory tego ilozynu.Ta ró»nia produktów w kategoriah Set, Hilb zy nCob to istota tego, »e kategorienCob i Hilb s¡ bardzo zbli»one strukturalnie ze sob¡ (obydwie maj¡ ilozyny niekar-tezja«skie), podzas gdy ró»ni¡ si� zdeydowanie od Set z jego naturalnym ilozynemkartezja«skim. Co wi�ej, pewne harakterystyzne ehy �zyki kwantowej (spl¡taniestanów, interferenja, nierówno±i Bella) s¡ równie» zakodowane w topologiznej war-stwie kategorii nCob. To bardzo iekawe spostrze»enie opisane szzegóªowo w prayBaeza [3℄ skªania do przypuszzenia, »e by¢ mo»e, wªa±iwym kierunkiem dla pogodzeniamehaniki kwantowej i OTW jest rezygnaja z nadrz�dnej i fundamentalnej roli przypi-sywanej kategorii zbiorów i funkji. Prae nad tego typu podej±iem do tzw. problemukwantowej grawitaji, intensywnie si� rozwijaj¡.Hermitowska strukturaZ A.1 izomor�zm Z(Σ∗) = Z(Σ)∗ ∼= Z(Σ) gdzie Z(Σ) oznaza przestrze« wektorow¡
Z(Σ) ze sprz�»eniem zespolonym. W przypadku tym mogliby±my doda¢ jeszze jedenaksjomat o tre±i:A.7 Dla ka»dej n-wymiarowej rozmaito±i M , wektor Z(M) ∈ Z(∂M) speªnia

Z(M∗) = Z(M)Je»eli ∂M = Σ∗
1 ∪ Σ2 oraz Z(M):Z(Σ1) → Z(Σ2) jest liniowym odwzorowaniem wtedyaksjomat A.7 ª¡zy zmian� orientaji rozmaito±i M (przyporz¡dkowanej zasoprze-strzeni) z hermitowskim sprz�»eniem Z(M∗) = Z(M)†.Hermitowskie TQFT to takie topologizne teorie pola, dla któryh zahodzi warunek

Z(M∗) = Z(M)†, gdzie M∗ traktujemy jako zmian� orientaji rozmaito±i M . Z(M)jest tutaj traktowany jako operator liniowy z przestrzeni Hilberta Z(Σ1) do Z(Σ2), wi�
Z(M)† oznaza operator sprz�»ony hermitowsko. Oznaza to w szzególno±i, »e topo-logizne niezmienniki Z(M) rozmaito±i zamkni�tej M zmieniaj¡ si� na ih sprz�»enieprzy zamianie orientaji M .



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 47Cz�sto mówi si�, »e teorie TQFT s¡ unitarne, tzn. takie gdzie amplituda z proesuodwróonego w zasie jest sprz�»eniem zespolonym amplitudy oryginalnego proesu. Je±liprzyjmiemy, »e teoria jest hermitowska, mo»emy zde�niowa¢ mor�zm f :x → y jakounitarny je±li speªnia f †f = 1x, oraz ff † = 1y. Wszystkie interesuj¡e z �zyznegopunktu widzenia TQFT powinny posiada¢ t� wªasno±¢.2.2.2 Interpretaja �zyznaJak pokazali±my Z jest pewnym funktorem tj. Z(MN) = Z(M)Z(N) oraz Z(M ×
I) = id. �atwo to zilustrowa¢ przez odwoªanie si� do ewoluji zasowej. Przemieszzaniesi� w zasie wzdªu» kobordyzmu N a nast�pnie wzdªu» kobordyzmu M jest równowa»naprzemieszzeniu si� wzdªu» zªo»enia tyh kobordyzmów MN . Jednak nale»y pami�ta¢,»e podró» w której nie ma zmian topologiznyh nie jest opisywalna w naszej topologiz-nej teorii. Aby si� o tym przekona¢ jako przestrze« wektorow¡ Z(Σ) w de�niji Atiyah'azast¡pmy przestrzeni¡ Hilberta z kategorii Hilb i przyporz¡dkujmy j¡ (n−1)-rozmaito±i
Σ (tak jak powy»ej). W przypadku tym endomor�zm Z(Σ× I) z Z(Σ) do Z(Σ) mo»nauto»samia¢ z operatorem ewoluji w �zasie� e−TH (gdzie T jest dªugo±i¡ przedziaªu I).Jednak»e z aksjomatu A.6, mo»emy wnioskowa¢, »e H = 0. Widzimy »e, TQFT nie opi-suj¡ aspektów dynamiznyh teorii. Zatem stany kwantowe tej teorii nie s¡ dynamizniegenerowane. Czyli, wszystkie stany s¡ stanami podstawowymi (stanami pró»ni), o od-zwieriedla si� tak»e w sko«zonym wymiarze przestrzeni Hilberta Z(Σ). Istot¡ TQFTjest brak lokalnyh stopni swobody. Istotne s¡ tutaj przypadki propagaji przez nie-trywialne kobordyzmy zmieniaj¡e topologi� Σ. Relatywistyzna niezmiennizo±¢ teoriioznaza m.in., »e wspóªrz�dna zasowa nie jest wyró»niona i nie mo»na wybra¢ jej ka-noniznie na staªe. Podobnie w TQFT wybór wspóªrz�dnej zasowej dokonuje si� nawszystkie mo»liwe sposoby, wi� »aden z nih nie jest wyró»niony. Topologizne nie-zmienniki Z(M) s¡ niezale»ne od zasu (ustalonego przez wybór M i Σ).Przestrze« stanów dwóh nieoddziaªywuj¡yh ukªadów jest dana, analogiznie jakw mehanie kwantowej, przez ilozyn tensorowy przestrzeni Hilberta stanów ka»degoukªadu z osobna (przestrzenie Hilberta odpowiadaj¡ rozª¡znym (n−1) rozmaito±iom).Statystyk� stanów bozonowyh otrzymamy je»eli przy zamianie dwóh stanów φ, ψzahodzi nast�puj¡y warunek symetrii:

φ⊗ ψ → ψ ⊗ φ (2.22)Mo»emy te» rozpatrywa¢ przypadek fermionów, oznaza to jednak, »e zamieniamy prze-strze« wektorow¡ V na przestrze« wektorow¡ z gradaj¡ grV ec, tzn. V = ⊕nVn. Wprzypadku tym otrzymujemy:
φ⊗ ψ → (−1)pqψ ⊗ φ (2.23)gdzie deg(φ) = p, natomiast deg(ψ) = q. TQFT w przypadku fermionów rozumiemyjako Z:nCob→ grV ec.



ROZDZIA� 2. TOPOLOGICZNE KWANTOWE TEORIE POLA 48Ciekaw¡ rzez¡ jest, »e mo»emy otrzyma¢ bardziej egzotyzne statystyki np. anio-nów, gdzie wystarzy rozwa»a¢ TQFT Z:TubeCob→ V ecq (gdzie lizba q jest pewnymparametrem) speªniaj¡e:
φ⊗ ψ → e2πiqψ ⊗ φ (2.24)W nast�pnym rozdziale przedstawi� przykªad topologiznej teorii Yanga - Millsa w3-h wymiarah, której obserwable topologizne s¡ niezmiennikami w�zªów i splotówzanurzonyh w 3-rozmaito±iah. Przedstawi� równie» pewne uwagi dotyz¡e 4-ro wy-miarowego przypadku topologiznej teorii, której funkje korelaji s¡ tzw. wielomianamiDonaldsona odkrytymi w topologii w latah 80-tyh XX wieku.



Rozdziaª 3Przykªady TQFT w 3-h i 4-hwymiarah3.1 Teoria Cherna�Simonsa a niezmienniki w�zªówW rozdziale tym opiszemy bardzo wa»ny przykªad TQFT w trzeh wymiarah. Teoriaz symetri¡ ehowania, której dziaªanie wyra»a si� przez formy Cherna�Simonsa, jestteori¡ topologizn¡ (1.148):
SCS(A) =

∫

M
tr(A ∧ dA+

2

3
A ∧A ∧A) (3.1)Zwi¡zki pomi�dzy niezmiennikami w�zªów w R3 (równie» w S3) i teori¡ Cherna�Simonsa na pªaskiej przestrzeni euklidesowej jako pierwszy podaª Witten w swojej prayz 1989 roku [12℄. W pray tej pojawiªo si� uogólnienie teorii Cherna�Simonsa na �do-wolne� 3-wymiarowe zwarte rozmaito±i i zwi¡zek z niezmiennikami w�zªów i splotówzanurzonyh w tyh rozmaito±iah. W ten sposób Witten otrzymaª funktor z kategorii3-kobordyzmów do kategorii Hilb, zyli 3-wymiarow¡ TQFT.W uj�iu aªek po trajektoriah Feynmana w mehanie kwantowej amplitudy przej-±ia mo»emy wyrazi¢ jako aªki po aªej przestrzeni mo»liwyh �dróg�, u»ywaj¡ do tegopewnej miary funkjonalnej na tej przestrzeni, która zwykle nie daje si� rygorystyzniezde�niowa¢ jako miara Lebesque'a:

e
i
~

S(γ)Dγ (3.2)gdzie S to pewne dziaªanie klasyzne a Dγ miara funkjonalna na przestrzeni dróg.Rozwa»my teorie YM z wi¡zk¡ E jako G-wi¡zk¡ nad zorientowan¡ Riemmanowsk¡rozmaito±i¡ M . Je»eli przez A oznazymy koneksj� wi¡zki E wtedy dziaªanie YM mo-»emy zapisa¢ jako (1.67)
SY M (A) =

1

2

∫

M
tr(F ∧ ∗F ). (3.3)49



ROZDZIA� 3. PRZYK�ADY TQFT W 3-CH I 4-CH WYMIARACH 50Warto±¢ ozekiwan¡ pró»ni obserwabli f wyznazamy analogiznie jak w (2.1):
< f >=

1

Z

∫

A
f(A)e

1

~
SY M (A)DA (3.4)gdzie DA jest miar¡ funkjonaln¡ na A, a staªa normalizayjna Z:

Z =

∫

A
e

1

~
SY M (A)DA (3.5)jest funkj¡ rozkªadu (2.6).Poniewa» obserwable w teoriah gauge, w formalizmie aªek po trajektoriah s¡ gaugeniezmiennizymi funkjami na A, formalizm aªek po trajektoriah mo»e by¢ zastosowanydo ka»dej teorii pola dla której jest okre±lona funkja Lagran»a.Obserwablami (gauge niezmiennizymi) w teoriah z ehowaniem s¡ np. p�tle Wil-sona. P�tla Wilsona W (γ,A) jest ±ladem tzw. holonomii koneksji maj¡ej potenjaªwektorowy A, wzdªu» krzywej γ. Co oznaza, »e mo»emy p�tl� Wilsona interpretowa¢jako funkj� na A.Warto±¢ ozekiwana pró»ni p�tli Wilsona jest dana formalnie jako

< W (γ,A) >=
1

Z

∫

A
W (γ,A)e

1

~
SY M (A)DA (3.6)Poniewa» teorie YM zale»¡ od metryki (poprzez operator Hodge'a) na rozmaito±i

M , warto±¢ ozekiwana pró»ni p�tli Wilsona zale»e¢ b�dzie nie tylko od topologii p�tli,ale równie» od jej geometrii. Historyznie p�tle Wilsona zostaªy wprowadzone przez K.Wilsona w roku 1974 w praah dotyz¡yh opisu uwi�zienia kwarków (ang. quarkon�nement).Je±li natomiast u»yjemy dziaªania Cherna�Simonsa, to, w zasadzie, powinni±my otrzy-ma¢ warto±i ozekiwane pró»ni p�tli Wilsona, niezale»ne od metryki. Ozywi±ie mu-simy dodatkowo przyj¡¢ odpowiedni¡ gauge niezmiennizo±¢ i dyfeomor�zn¡ niezmienni-zo±¢ miary funkjonalnej. Takie topologizne wielko±i powinny harakteryzowa¢ w�zªy,zyli p�tle γ w R3.Je±li dodatkowo udaªoby si� rozszerzy¢ teori� z dziaªaniem Cherna�Simonsa na inneni» R3 (S3) rozmaito±i, to mo»na by si� pokusi¢ o lizenie takim sposobem niezmienni-ków topologiznyh w�zªów w tyh 3-rozmaito±iah.Okazuje si�, »e faktyznie jest to mo»liwe. Je±li we¹miemy wi�ej ni» jedn¡ p�tl� Wil-sona w teorii Cherna�Simonsa i polizymy warto±¢ ozekiwan¡ pró»ni ih ilozynu, to mo-gliby±my otrzyma¢ teorio-polow¡ konstrukj� niezmienników linków w 3-rozmaito±iahinnyh ni» R3.Przyjrzyjmy si� troh� dokªadniej temu przedsi�wzi�iu (ale wi¡» bez przedstawianiaszzegóªowej konstrukji, która jest nietrywialna i trudna).Warto przypomnie¢, »e linkiem L (splotem) na 3-rozmaito±i S nazywamy zanurze-nie dyfeomor�zne pewnego zbioru rozª¡znyh, ale by¢ mo»e spleionyh i zaw�¹lonyh,okr�gów.



ROZDZIA� 3. PRZYK�ADY TQFT W 3-CH I 4-CH WYMIARACH 51Dwa linki Li L′ nazywamy podobnymi izotopijnie je»eli istnieje jedno parametrowa ro-dzina dyfeomor�zmów α1 odwzorowuj¡a L do L′. R3 nie jest zwart¡ rozmaito±i¡,jednak»e te same niezmienniki linków otrzymamy, gdy zamienimy R3 na S3 poprzezdodanie punktu w niesko«zono±i.Nieh S b�dzie zwart¡, zorientowan¡ 3-wymiarow¡ rozmaito±i¡. Natomiast nieh
E b�dzie trywialn¡ G-wi¡zk¡ nad rozmaito±i¡ S, ze standardowym wªóknem b�d¡-ym przestrzeni¡ wektorow¡ V , na której grupa G ma swoj¡ reprezentaj� ρ. Przez
A oznazmy przestrze« wszystkih G-koneksji na wi¡ze E. Jako »e E jest trywialn¡wi¡zk¡, mo»emy zapisa¢ koneksj� jako sum� koneksji pªaskiej oraz pewnego potenjaªuwektorowego (1.30), dzi�ki zemu mo»emy traktowa¢ koneksj� jako potenjaª wektorowy.Dziaªanie Cherna�Simonsa jest niezmiennize przy dziaªaniu dyfeomor�zmów zahowu-j¡yh orientaj�, oraz gauge niezmiennize ze wzgl�du na G-transformaje ehowania.Prowadzi to do wniosku, »e

e
ik
4π

SCS(A) (3.7)(gdzie k jest lizb¡ aªkowit¡ zwan¡ poziomem), jest niezmiennize ze wzgl�du na trans-formaj� ehowania. Dzi�ki zemu mo»emy u»y¢ tej wielko±i (3.7) w formalizmie aªekpo trajektoriah dla teorii Cherna�Simonsa, analogiznie jak
e

1

~
SY M (3.8)w teoriah YM.Przypu±¢my, »e L jest zorientowanym linkiem, którego skªadniki dane s¡ przez p�tle

γ1, . . . γn. Warto±¢ ozekiwana pró»ni 〈W (γ1) . . . W (γn)〉 mo»emy zapisa¢ z (3.6) jako:
1

Z(S)

∫

A
W (γ1, A) . . . W (γn, A)e

ik
4π

SCS(A) (3.9)gdzie
Z(S) =

∫

A
e

ik
4π

SCS(A)DA (3.10)Ozywi±ie, musimy dokona¢ pewnyh zaªo»e« odno±nie miary DA. Je»eli zaªo»ymy,»e DA jest dyfeomor�znie niezmienniza, wtedy warto±¢ ozekiwana pró»ni b�dzie nie-zmienniza wzgl�dem wszystkih zahowuj¡yh orientaj� dyfeomor�zmów rozmaito±i
S. W tym przypadku warto±¢ ta b�dzie równie» niezmiennikiem linku L z dokªadno±i¡do relaji izotopii.Okazuje si�, »e mo»na w ten sposób otrzyma¢ znane matematykom od lat 80-tyhXX wieku wielomiany Jonesa b�d¡e wªa±nie niezmiennikami topologiznymi linków.Wielomiany Jonesa byªy uzyskane nowatorsk¡ tehnik¡ algebraizn¡ przez odwoªanie si�do tzw. algebr Hopfa.Szzegóªy tego przedsi�wzi�ia s¡ przedstawione w pray Wittena [12℄. Równoze±nietaka topologizna teoria jest realizaj¡ jako funkji korelaji w pewnej teorii Yanga�Millsawªa±nie wielomianów Jonesa. To jest wªa±nie rozwi¡zanie problemu postawionego przed�zykami (teoretykami) przez matematyka Atiyah'a.



ROZDZIA� 3. PRZYK�ADY TQFT W 3-CH I 4-CH WYMIARACH 523.2 Topologizny "TWIST"w supersymetryznyh teoriahYanga � MillsaWielomiany Donaldsona to pewne wyra»enia wielomianowe okre±lone na zwartyh(jednospójnyh) 4-rozmaito±iah gªadkih, takie, »e peªni¡ rol� niezmienników wyst�pu-j¡yh tu gªadkih struktur. Oznaza to, »e za pomo¡ tyh wielomianów hieliby±mymó odró»ni¢ jedn¡ struktur� gªadk¡ rozmaito±i od innej. W wymiarze 4, rozmaito±izwarte mog¡ mie¢ wiele nierównowa»nyh struktur gªadkih okre±lonyh dla tej samejtopologii. Do zasów pray Donaldsona z 1982 roku, matematyy nie znali sposobu od-ró»niania takih struktur, a nawet nie wiedzieli, w wielu przypadkah, »e istniej¡. Chodzitu o praktyzn¡ stron� klasy�kaji zwartyh, jednospójnyh oraz gªadkih 4-rozmaito±ibez brzegu. Prostym przykªadem niezmienników topologiznyh s¡ tzw. formy przei�¢,liz¡e ilo±¢ przei�¢ powierzhni zanurzonyh w rozmaito±i i b�d¡yh w tzw. ogólnympoªo»eniu. Inny przykªad, to pojawiaj¡e si� w tej pray niezmienniki Eulera (4.47),zy funkje rozkªadu w TQFT (2.6). S¡ to jednak bardzo niepreyzyjne niezmienniki.Odró»niaj¡ w zasadzie tylko ró»ne rozmaito±i topologizne. Wielkim przeªomem w tejdziedzinie byªa wªa±nie praa Donaldsona. Po raz pierwszy udaªo si� zrozumie¢ zwi¡-zek istnienia ró»nyh gªadkih struktur na 4-rozmaito±iah i pewnyh rodzajów formprzei�¢. Mianowiie, forma przei�¢ jest reprezentowana pewn¡ maierz¡ o wyrazahaªkowityh. Donaldson pokazaª, m.in., »e je±li 4-ro rozmaito±¢ jednospójna i zwarta jestgªadka, to maierz formy przei�¢ (je±li jest dodatnio okre±lona) musi by¢ diagonalizo-walna przez skªadanie z innymi maierzami o wyrazah aªkowityh. Mówimy, »e formaprzei�¢ jest diagonalizowalna nad lizbami aªkowitymi. Wielomiany Donaldsona odró»-niaj¡ wiele ró»nyh struktur gªadkih. Ih konstrukja to kolejny �nietrywialny� wynikteorii Donaldsona.Przenikanie si� idei matematyznyh i �zyznyh jest niezwykle istotnym zynnikiemrozwoju obu tyh dziedzin. Prae Donaldsona to dobry przykªad takih zale»no±i. Roz-wi¡zano bardzo trudny, zysto matematyzny problem (z�±iowej) klasy�kaji 4-ro roz-maito±i gªadkih i zwartyh (medal Fieldsa), ale metody zastosowane przez Donaldsonato aparat ��zyznyh� teorii Yanga�Millsa i rozwi¡za« instantonowyh (ale na rozmaito-±iah Riemanna).Naturalne wydaje si� w tym kontek±ie pytanie Atiyah'a o ewentualn¡ realizaj� tyhwielomianów przez jak¡± teori� pola jako funkji korelaji tej teorii tj. warto±i ozeki-wane pró»ni pewnyh obserwabli tej teorii. Wiemy ju», »e Witten pokazaª, »e faktyznietaka teoria z lokaln¡ symetri¡ ehowania istnieje.Dokªadny opis tej teorii i sposób pojawiania si� wielomianów Donaldsona wykrazaobenie poza umiej�tno±i autora, ale jest to przypadek bardzo wa»ny dla prezentowanejpray.Istotn¡ eh¡ konstrukji odpowiedniej teorii YM jest supersymetria. Nale»y zaz¡¢od supersymetryznej teorii YM z grup¡ gauge SU(2) i z tzw. dwoma generatoramisupersymetrii, piszemy N = 2. Taka teoria nie jest topologizna i jest zapisana napªaskiej przestrzeni Minkowskiego. Nast�pnie przeformuªowujemy t� teori� na pªaskiej4-przestrzeni Riemanna, zyli na R4.



ROZDZIA� 3. PRZYK�ADY TQFT W 3-CH I 4-CH WYMIARACH 53�eby mo»na byªo zapisa¢ j¡ na innyh 4-rozmaito±iah, ju» niekonieznie pªaskih,i dla metryk euklideowyh, Witten dokonaª tzw. twistu topologiznego. Zabieg ten mawpªyw na pola i obserwable teorii. Zmianie ulegª te» lagran»jan teorii. Otrzymane ob-serwable tej nowej teorii (a wªa±iwie ih warto±i ozekiwane pró»ni-VEV) ju» nie zale»¡od metryki (wariaja ih VEV po metrye znika). Witten pokazaª, »e s¡ to dokªadniewielomiany Donaldsona rozmaito±i na któryh ta zmody�kowana teoria jest sformuªo-wana. W ten sposób otrzymano funktor z kategorii 4-ro kobordyzmów do nHilb, a wi�TQFT.Wiemy, »e model standardowy zmusza do wykrozenia poza zaburzeniowy re»im ra-hunków. Jest to ewidentne w QCD, gdzie przy maªyh energiah teoria opisuje oddzia-ªywania dla du»yh staªyh sprz�»enia, zatem perturbayjne rahunki tra¡ sens. Cowi�ej, wyja±nienie uwi�zienia kwarków, dla maªyh energii, to te» efekt zwi¡zany z tymproblemem. Powstaje pytanie, zym wªa±iwie jest kwantowa teoria pola jako teoriaopisuj¡a zarówno re»im zaburzeniowy jak i niezaburzeniowy. To kluzowe zagadnienie ijak dot¡d nie ma dobrego wyja±nienia. Podobne pytanie jest niezwykle istotne w teorii(super)strun. I wªa±nie wyja±nienie (przynajmniej z�±iowe) tego problemu uzyskanodzi�ki lizeniu topologiznyh niezmienników Donaldsona 4-rozmaito±i metodami teoriipola. Wkraza tu idea dualno±i w �zye i matematye.Z ide¡ dualno±i spotkali±my si� ju» tak naprawd� w pierwszym rozdziale, przy opisiemonopola Diraa. Mianowiie ªatwo przekona¢ si�, »e pró»niowe równania Maxwella(1.80) nie zmieniaj¡ si� je»eli dokonamy przeksztaªenia F → ∗F . Przeksztaªenie to wjawnej postai odpowiada nast�puj¡ej symetrii: E → B oraz B → −E. Dodatkowosymetria ta jest zahowana je»eli wprowadzimy, (tak jak Dira) ªadunek magnetyzny
qm. Z rozwa»a« dotyz¡yh monopolu Diraa otrzymali±my warunek (1.126) qmqe =
1
2n~c (gdzie n jest lizb¡ aªkowit¡). Dualno±¢ w tym przypadku polega po prostu nawymianie qe na qm (dokªadniej qe oraz n~c

2qe
). �adunek elektryzny qe jest staª¡ sprz�»enia.Dzi�ki dualno±i¡ mieliby±my mo»liwo±¢ dowiedzie¢ si� wi�ej na temat �zyki z siln¡ staª¡sprz�»enia korzystaj¡ z dualnego sformuªowania teorii ze sªab¡ staª¡ sprz�»enia.Witten pokazaª, »e niezmienniki Donaldsona (zwykle trudne do polizenia) mo»na wsposób dualny (i du»o ªatwiej) polizy¢ jako funkje korelaji pewnej, ju» abelowej tj. zgrup¡ U(1), teorii YM. To wªa±nie jest �monopolowa� U(1) teoria YM dualna do teoriiDonaldsona-Wittena z grup¡ SU(2). Co wi�ej, dualno±¢ tyh teorii polega na tym, »edu»a staªa sprz�»enia jednej teorii odpowiada dualnie maªej staªej sprz�»enia drugiej.Zatem, tu gdzie ko«zy si� mo»liwo±¢ rahunków zaburzeniowyh jednej teorii, mo»nadualnie te rahunki wykona¢ w drugiej. Istot¡ tej proedury jest topologizna niezmien-nizo±¢ (a wi� te» supersymetria) i istnienie pewnyh instantonowyh niezmiennizyhstanów (tzw. stanów BPS). Taki zabieg pozwala zrozumie¢ fenomenologizne aspektyQCD uzyskane analityznie na grunie teorii z supersymetri¡. To równie» kluz do zro-zumienia niezaburzeniowyh aspektów teorii superstrun. Proedura ta pozwala wyzna-zy¢ zupeªnie now¡ klas� niezmienników gªadkih 4-ro rozmaito±i, tzw. niezmiennikówSeiberga-Wittena.



Zako«zenie 54Zako«zeniePraa przedstawia dyskusj� pewnyh geometryznyh i topologiznyh metod obe-nyh we wspóªzesnej klasyznej i kwantowej teorii pola. W rozdziale 1 przedstawiªemklasyzne teorie Yanga�Millsa (bez tzw. pól materii i opisuj¡e tylko pola bezmasowe),w j�zyku wi¡zek wªóknistyh i koneksji na wi¡zkah. To naturalny j�zyk geometryznywszystkih teorii z ehowaniem opisuj¡yh dynamik� pól - no±ników oddziaªywa«. Na-st�pnie, rozszerzaj¡ ten formalizm o pola materii i zakªadaj¡ mehanizm Higgsa, otrzy-maªem geometryznie jednolite sformuªowanie wszystkih pól i no±ników oddziaªywa«wyst�puj¡yh w Modelu Standardowym z¡stek elementarnyh. Kluzowym jest tu-taj geometryzna konstrukja tzw. G-wi¡zek wektorowyh stowarzyszonyh z wi¡zkamigªównymi. To wªa±nie i�ia tyh wi¡zek opisuj¡ pola materii ze spinem, zyli pola fermio-nowe. Takie geometryzne sformuªowanie elementów modelu standardowego pozwala wrównie naturalny sposób si�gn¡¢ do topologiznyh aspektów konstrukji. Jest to istotnegdy hemy wyj±¢ poza zaburzeniowy opis zjawisk. Przedstawiªem aspekty teorii gauge zniezale»nym od metryki dziaªaniem Cherna�Simonsa (1.104). Opisaªem monopol Diraaoraz instantony SU(2).Nast�pny rozdziaª dotyzy kwantowyh aspektów teorii pola przybli»anyh z punktuwidzenia topologii i geometrii rozmaito±i ró»nizkowalnyh z brzegiem, a dokªadniej, ka-tegorii kobordyzmów nCob. Pozwala to wyj±¢ poza sformuªowanie teorii pola na pªaskihrozmaito±iah tak, »e funkje korelaji tej teorii nie zale»¡ od metryki. To wªa±nie klasatopologiznyh kwantowyh teorii pola. Podaj� aksjomatyzne sformuªowanie TQFT(aksjomaty Atiyah'a). Okazuje si�, »e kategorialne wªasno±i nCob zbli»aj¡ j¡ do kate-gorii przestrzeni Hilberta Hilb, a równoze±nie zdeydowanie oddalaj¡ od powszehnieuznawanej za podstawow¡, kategorii zbiorów i funkji Set. Ogólna teoria wzgl�dno±i jestformuªowana zwykle zysto geometryznie (rozmaito±i ró»nizkowalne, wi¡zka styzna ikoneksja Christo�ela). Postaraªem si� ukaza¢ pewn¡ mo»liwo±¢ poª¡zenia OTW z teo-riami kwantowymi. I hoia» OTW i mehanika kwantowa posªuguj¡ si� zupeªnie ró»nyminarz�dziami matematyznymi (OTW - analiza rozmaito±i ró»nizkowyh i dyfeomor�-zmy, natomiast teorie kwantów - przestrzenie Hilberta i operatory liniowe) to dzi�kiu»yiu teorii kategorii wskazaªem istotne podobie«stwa tyh, wydawaªoby si� zupeªnieró»nyh, teorii. Argumentuj¡ za Baezem mo»na przypuszza¢, »e to wªa±nie przypi-sywanie wyró»nionej i nadrz�dnej roli kategorii zbiorów, mo»e by¢ jedn¡ z (istotnyh)przeszkód przy pogodzeniu OTW i mehaniki kwantowej. Poza omówieniem pewnyhwªasno±i i interpretaji �zyznej samyh aksjomatów w rozdziale 3 pokazaªem dwa przy-kªady TQFT. I hoia» dokªadne przedstawienie tyh teorii przekraza ramy tej pray(i obene umiej�tno±i autora), to wskazaªem pewne istotne fakty. Pierwsza to topo-logizna teoria Cherna�Simonsa, teraz sformuªowana na dowolnej zwartej 3-rozmaito±i,której VEV pewnyh obserwabli s¡ niezmiennikami w�zªów i splotów 3-rozmaito±i (wielo-miany Jonesa). Natomiast drugim przykªadem jest teoria Donaldsona�Wittena zwi¡zanaz niezmiennikami Donaldsona 4-ro wymiarowyh rozmaito±i. Rozpoznanie roli tyh teo-rii w �zye i matematye oraz odkryie i opisanie dualno±i Seiberga-Wittena, uwa»anes¡ obenie za wielkie (i ju» klasyzne) osi¡gni�ia XX wieznej �zyki matematyznej.



Rozdziaª 4Uzupeªnienia4.1 Formy ró»nizkowe, teorie Yanga�Millsa, instantonyKlasyzne pola powinny mie¢ odpowiednie wªasno±i transformayjne wzgl�dem grupyPoinarego, która jest rozszerzeniem grupy Lorentza SO(1, 3) o translaje. Grup� t�odkryto jako grup� symetrii równa« Maxwella. Nakrywaj¡a grupa Spin(1, 3) grupyLorentza ma reprezentaje zarówno bozonowe jak i fermionowe.Grupa SU(2)Fundamentaln¡ reprezentaj� grupy SU(2) tworz¡ zespolone maierze 2× 2, speªnia-j¡e:
U †U = 1, det(U) = 1. (4.1)Jest to grupa trójparametrowa, której rozmaito±¢ grupowa odpowiada trójwymiarowejsferze S3.Ogólny element grupy zapisujemy jako :

U = eiα
aT a (4.2)gdzie T a to generatory grupy.Dla grupy SU(2) istniej¡ 3 generatory:

T a =
1

2
σa (4.3)gdzie σa to maierze Pauliego. Generatory s¡ hermitowskie i speªniaj¡:

[T a, T b] = iǫabcT
c (4.4)oraz

tr(T aT b) =
1

2
δab (4.5)55



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 56Wybierzmy reprezentaje fundamentaln¡ w postai:
γ(x) =

1

r

(

x4 − ix3 −x2 − ix1

x2 − ix1 x4 + ix3

) (4.6)dla r =
√

(x1)2 + (x2)2 + (x3)2 + (x4)2.Odwzorowanie (4.6) jest bijekj¡ ze sfery S3 ∈ R
4 o promieniu r do grupy SU(2).

γ−1 = γ† =
1

r

(

x4 + ix3 x2 + ix1

−x2 + ix1 x4 − ix3

) (4.7)
dγ = −

dr

r
γ +

1

r

(

dx4 − idx3 −dx2 − idx1

dx2 − idx1 dx4 + idx3

) (4.8)De�niuj¡ ukªad ortogonalny:
(hj , hi) = δji, (hj , h4) = 0, (h4, h4) = 1 (4.9)dla którego:
hj = −

1

r
(xjdx4 − x4dxj + ǫjklx

kdxl) (4.10)natomiast
h4 = dr =

xi

r
dxi (4.11)mo»emy zapisa¢ relaj�:

γ−1dγ = −
2i

r
hkTk (4.12)dodatkowo zahodz¡ relaje:

dh4 = 0, dhi = −
1

r
(hi ∧ h4 + ǫijkhj ∧ hk) (4.13)

h1 ∧ h2 ∧ h3 = r3dσ3 (4.14)gdzie σ3 to element powierzhni sfery S3. Poniewa» baza h zwi¡zana jest z obrotem O(4)wi�:
h1 ∧ h2 ∧ h3 ∧ h4 = dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 ∧ dx4. (4.15)



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 57Formy ró»nizkowePrzez 1-form� rozumiemy liniow¡ kombinaj� wektorów bazowyh dxi:
ω = ωidx

i (4.16)W przestrzeni form opróz zwykªego dodawania i mno»enia przez funkj� wprowadzi¢mo»na antysymetryzny ilozyn zewn�trzny (ang. wedge produt) :
dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi (4.17)gdzie dxi ∧ dxj jest 2-form¡.Z antysymetryzno±i wynika, »e w przestrzeni n-wymiarowej nie mo»e istnie¢ forma orz�dzie wi�kszym ni» n.Zbiór form dowolnego stopnia wraz z operatorem �∧� zde�niowanym powy»ej na pew-nej przestrzeni wektorowej V nazywamy algebr¡ zewn�trzn¡, lub algebr¡ z gradaj¡nad przestrzeni¡ V oznazan¡ jako ΛV .W n-wymiarowej przestrzeni naturalnie de�niujemy form� obj�to±iow¡ w postai:
ωn = dx1 ∧ dx2 ∧ ... ∧ dxn (4.18)Operator ró»nizkowania form (ang. exterior derivative operator) d w dziaªaniu na

p-form� tworzy nam (p+ 1)-form� :
d: Ωp → Ωp+1 (4.19)Speªnia on nast�puj¡e wªasno±i:1.

d: Ω0 → Ω1 (4.20)2.
d(cω + µ) = cdω + dµ; µ, ω ∈ Ωp(M), c ∈ R (4.21)3.

d(ω ∧ µ) = dω ∧ µ+ (−1)pω ∧ dµ; ω ∈ Ωp(M), µ ∈ Ω(M) (4.22)4.
d(dω) = 0. (4.23)



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 58Mo»emy uogólni¢ pohodn¡ zewn�trzn¡ na przypadek zewn�trznej pohodnej kowa-riantnej (ang. exterior ovariant derivative operator).
dD i�ia s na wi¡ze E jest 1-form¡ dDs o warto±iah w E tak¡, »e:

dDs(v) = Dvs (4.24)gdzie v ∈ Vect(M). Równanie (4.24) jest uogólnieniem sformuªowania:
df(v) = v(f) (4.25)W lokalnym ukªadzie wspóªrz�dnyh xµ na pewnym otwartym zbiorze U ⊆M otrzy-mujemy:

dDs = Dµs⊗ dxµ (4.26)Uogólnieniem pohodnej zewn�trznej 1-formy
d(ωIdx

I) = (∂µωI)dx
µ ∧ dxI (4.27)jest

dD(sI ⊗ dxI) = dDsI ∧ dxI + sI ⊗ d(dxI) = DµsI ⊗ dxµ ∧ dxI (4.28)Zde�niujmy operator, który w n-wymiarowej przestrzeni b�dzie przeprowadzaª p-formy w (n-p)-formy, tzw. operator Hodge'a (zwany tak»e gwiazdk¡ Hodge'a lubdualizaj¡ formy):
∗: Ωp → Ωn−p (4.29)dla którego speªniona jest równo±¢ [1℄:

ω ∧ ∗µ =< ω,µ > vol (4.30)gdzie <,> to ilozyn skalarny, natomiast vol= √

|det g| dnx.W ogólno±i p-form� mo»emy zapisa¢ jako:
ω =

1

p!
ωi1...ipdx

i1 ∧ . . . ∧ dxip (4.31)po dualizaji otrzymujemy (n-p)-form�
∗ω =

1

p!
ǫ
i1...ip
j1...jn−p

ωi1...ipdx
j1 ∧ . . . ∧ dxjn−p (4.32)Kwadrat operatora ∗ Hodge'a zale»y od wyboru sygnatury metryki. Np. dla zorien-towanej semi-Riemannowskiej n-rozmaito±i M , z sygnatur¡ (s, n− s): otrzymujemy:

∗2 = (−1)p(n−p)+s (4.33)



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 59Maj¡ wi¡zk� wektorow¡ (E,M, π) na zorientowanej semi-Riemannowskiej rozmaito-±i bazowej M , operator Hodge'a dziaªaj¡y na formy ró»nizkowe ω o warto±iah w
End(E), jest liniowym operatorem speªniaj¡ym:

∗(T ⊗ ω) = T ⊗ ∗ω (4.34)gdzie T jest dowolnym i�iem na End(E). Operator ∗ Hodge'a po prawej stronie rów-nania dotyzy dziaªania na zwykª¡ form� ró»nizkow¡.Mo»emy równie» zde�niowa¢ operator przeprowadzaj¡y p-form� w (p-1)-form�, któryoznaza¢ b�dziemy δ 1 (ang. adjoint exterior derivative operator):
δ: Ωp → Ωp−1 (4.35)

δωp = ωp−1 (4.36)
δ = (−1)np+n+1 ∗ d∗gdzie p jest stopniem p-formy ωp, natomiast n jest wymiarem przestrzeni.Podziaªanie operatorem dwukrotnie mo»na zde�niowa¢ jako:

δ2 = (−1)n ∗ d2∗ = 0 (4.37)Operator Laplae'a ∆, który p-form� zamienia w p-form� de�niujemy jako:
∆ = (d + δ)2 = dδ + δd (4.38)Formy dla któryh ∆ω = 0 nazywamy harmoniznymi.Twierdzenie Hodge'a mówi, »e ka»d¡ form� ró»nizkow¡ mo»na globalnie zapisa¢ jako:
ωn = Ωn + dωn−1 + δωn+1 (4.39)gdzie Ωn jest harmonizna. �atwo wywnioskowa¢, »e zahodzi:

dωn = 0⇒ ωn = Ωn + dωn−1 (4.40)oraz
δωn = 0⇒ ωn = Ωn + δωn+1 (4.41)N-form�e ωn nazywamy zamkni�t¡ je±li zahodzi:

dωn = 0. (4.42)Natomiast n-form�e ωn nazywamy zupeªn¡ je±li:
ωn = dωn−1. (4.43)1Nie nale»y myli¢ oznazenia operatora z oznazeniem wariaji. Wsz�dzie tam gdzie to jest koniezneb�dziemy rozró»niali te dwa oznazenia



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 60z (4.23) mo»emy wywnioskowa¢, »e wszystkie zupeªne formy s¡ zamkni�te:
d(dωn−1) = d2ωn−1 = 0, (4.44)jednak»e twierdzenie odwrotne w ogólno±i nie zahodzi.Przestrze« Zk(M) k-form zamkni�tyh zawiera podprzestrze« Bk(M) k-form zupeª-nyh. Przestrzenie ilorazowe Hk(M) = Zk(M)/Bk(M) nazywa si� grupami koho-mologii de Rhama rozmaito±i M , które s¡ sko«zonego wymiaru i zale»¡ tylko odtopologii rozmaito±i M . Wªasno±i:1) je±li dwie rozmaito±i s¡ homeomor�zne, to ih kohomologie de Rhama s¡ izomor-�zne.2) przestrze« Minkowskiego jest topologiznie równowa»na z R4, wszystkie Hk(M) zni-kaj¡ dla k > 0, natomiast H0(M) = R, o oznaza, »e wszystkie formy zamkni�te s¡zupeªne z wyj¡tkiem 0-form. Z grup kohomologii mo»na w ten sposób odtworzy¢ infor-maj� o topologii.Wymiar bk przestrzeni (klas kohomologii) Hk(M) jest zwany k-t¡ lizb¡ Bettiegorozmaito±i M. Jest to lizba niezale»nyh form harmoniznyh rz�du k. Klas¡ kohomo-logii p-formy ω nazywamy wszystkie formy postai ω − dα, gdzie α jest (p − 1)-form¡.Form� ω nazywamy kohomologiznie nietrywialn¡ je»eli w jej rozkªadzie znajduje si�forma harmonizna.Twierdzenie de Rhama mówi nam, »e je»eli ω nale»y do nietrywialnej klasy kohomo-logii, to istnieje zamkni�ta podrozmaito±¢ dla której:

∫

S−{p}
ω 6= 0 (4.45)Klasy CharakterystyzneKlasy harakterystyzne to pewne wyra»enia, które pozwalaj¡ odró»nia¢ klasy wi¡zekwªóknistyh. Klasy�kaja taka dotyzy naturalnyh równowa»no±i, np. topologiznyh,wi¡zek. Z �zyznego punktu widzenia klasy harakteryzuj¡ kon�guraje pól w sposóbtopologizny. Bardziej konkretnie zwi¡zane s¡ one z ªadunkiem magnetyznym i instan-tonowym oraz z rozwi¡zaniami równa« dla pól swobodnyh na ró»nyh rozmaito±iah.Przykªadem s¡ tutaj klasy aªkowite, tzn. takie które w wyniku aªkowania dla do-wolnej kon�guraji pól saªkowane po dowolnej rozmaito±i bez brzegu produkuj¡ lizbyaªkowite i te lizby nie zmieniaj¡ si� je±li rozmaito±i (zy wi¡zki) s¡ dyfeomor�zne.Wa»nym dla nas przykªadem jest klasa Cherna, któr¡ symboliznie mo»emy zapisa¢jako:

c(F ) = det

(

1 +
i

2π
F

)

= 1 + c1(F ) + c2(F ) + . . . (4.46)Tak jak pokazali±my to w rozdziale pierwszym wszystkie formy Cherna tr(Fn) s¡ za-mkni�te, oraz niezmiennize ze wzgl�du na transformaje ehowania.



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 61Klasy Cherna saªkowane po rozmaito±iah pozwalaj¡ otrzyma¢ aªkowite lizy Cherna.Przykªadami s¡ rozwa»ane przez nas w pierwszym rozdziale ªadunek monopola magne-tyznego (pierwsza lizba Cherna), oraz ªadunek instantonu SU(2) (równy minus drugiejlizbie Cherna). Klas¡ Charakterystyzn¡ teorii abelowyh jest pierwsza klasa Cherna,poniewa» w teoriah nieabelowyh z grupami prostymi ±lad wszystkih generatorów jestrówny zero.Klas¡ harakterystyzn¡ dla grupy SU(2n), a zatem dla SU(2n)-wi¡zek wektorowyhnad 2n-wymiarow¡ rozmaito±i¡, jest klasa Eulera, któr¡ mo»emy wyrazi¢ jako:
e2n(R) =

1

n!(4π)n
ǫa1...a2n

Ra1a2 ∧ . . . ∧Ra2n−1a2n (4.47)Twierdzenie Gaussa-Bonneta
χ(M) =

∫

M
e2n(M) (4.48)wi¡»e harakterystyk� Eulera χ(M) 2n-rozmaito±i z aªk¡ z klasy Eulera po tej rozma-ito±i.Bardzo istotnym zwi¡zkiem ª¡z¡ym klas� Eulera pewnej n = 2k-rozmaito±i Mz lizbami Bettiego, które s¡ wymiarami klas kohomologii (lizba niezale»nyh formharmoniznyh), jest:

χ(M) =
n

∑

p=0

(−1)kbk (4.49)To»samo±¢ BianhiegoTo»samo±¢ Bianhiego posiada wiele form oraz bardzo szerokie zastosowanie. Np.w teorii elektromagnetyzmu posta¢ to»samo±i Bianhiego wyra»a si� przez dF = 0.Posta¢ ta implikuje zahowanie ªadunku, natomiast w OTW wyra»a prawo (lokalnego)zahowania tensora energii p�du. O to»samo±i Bianhiego mo»na my±le¢ jako o pewnejformie to»samo±i Jaobiego:
[X, [Y,Z] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X,Y ]] = 0 (4.50)dla dowolnyh operatorów X,Y,Z:V → V na pewnej przestrzeni wektorowej V . Wogólno±i to»samo±¢ Bianhiego dla pól wektorowyh u, v,w na rozmaito±i M mo»emyzapisa¢ w postai [1℄:

[Du, [Dv ,Dw] + [Dv , [Dw,Du]] + [Dw, [Du,Dv]] = 0 (4.51)Dodatkowo je»eli skorzystamy z faktu, »e [Dµ,Dν ] = Fµν mo»emy upro±i¢ równanie(4.51) do wyra»enia:
[Dµ, Fνλ] + [Dν , Fλµ] + [Dλ, Fµν ] = 0 (4.52)



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 62Aby si� o tym przekona¢ skorzystamy z de�niji zewn�trznej pohodnej kowariantnejdla form ró»nizkowyh o warto±iah w End(E), pozwoli ona zapisa¢ nam to»samo±¢Bianhiego w bardzo prostej formie:
dDF = 0, (4.53)która jest uogólnieniem pierwszej pary równa« Maxwella. Aby to uzyni¢ musimy naj-pierw zde�niowa¢ koneksj� D na End(E).Zaªó»my, »e mamy koneksj� D na wektorowej wi¡ze E nad rozmaito±i¡ M . Wtedyautomatyznie istnieje pewna koneksja D∗ na dualnej wi¡ze kowektorowej, taka, »e dladowolnego pola wektorowego v na M oraz i�¢ s ∈ Γ(E), λ ∈ Γ(E∗) zahodzi:

v (λ(s)) = (D∗
vλ) (s) + λDv(s) (4.54)gdzie koneksj� D∗ na E∗ de�niujemy jako:

(D∗
vλ)(s) = v(λ(s)) − λDv(s) (4.55)Teraz przypu±¢my, »e mamy inn¡ koneksj� D′ na pewnej wi¡ze wektorowej E′ nad M .Wtedy na wi¡ze wektorowej E ⊕ E′ mo»emy utworzy¢ koneksj� D ⊕ D′. E ⊕ E′ jestwi¡zk¡ wektorow¡, której wªókno jest sum¡ prost¡ przestrzeni wektorowyh (wªókien) Ei E′. Koneksja D ⊕D′, dla pola wektorowego v oraz i�¢ s ∈ Γ(E), s′ ∈ Γ(E′), speªnia:

(D ⊕D′)v(s, s
′) = (Dvs,D

′
vs

′). (4.56)Analogiznie istnieje koneksja D ⊗D′ na E ⊗ E′ dla której:
(D ⊗D′)v(s⊗ s

′) = (Dvs)⊗ s
′ + s⊗ (D′

vs
′). (4.57)Poniewa» End(E) = E ⊗E∗ z powy»szyh rozwa»a« otrzymujemy koneksj� na End(E),która ma posta¢:

(DvT )(s) = Dv(Ts)− T (Dvs) (4.58)gdzie v to dowolne pole wektorowe na rozmaito±i M , natomiast T jest i�iem na
End(E), natomiast s jest i�iem na wi¡ze E.Maj¡ koneksj� D na End(E) u»yjemy jej do zewn�trznej pohodnej kowariantnej
dD form ró»nizkowyh o warto±iah w End(E). Speªnia¢ b�dzie ona wtedy równanie(4.53) zyli to»samo±¢ Bianhiego.Dodatkowo dla p-form ω o warto±iah w End(E) oraz dla form µ o warto±iah w
E zahodzi:

dD(ω ∧ µ) = dDω ∧ µ+ (−1)pω ∧ dDµ (4.59)Rozpiszmy dziaªanie d3
D na dowoln¡ form� ω o warto±iah w E nad M .

d3
D = d2

D(dDω) = F ∧ dDω (4.60)



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 63jednak»e
d3

D = dD(d2
Dω) = dD(F ∧ ω) = dDF ∧ ω + F ∧ dDω (4.61)porównuj¡ powy»sze równania widzimy, »e dla dowolnej formy ω zahodzi równo±¢ je»elispeªniona jest to»samo±¢ Bianhiego dDF = 0, o ko«zy dowód.Aby przekona¢ si�, »e równanie (4.53) jest postai¡ to»samo±i Bianhiego (4.51)wystarzy, »e wyrazimy dDF w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dnyh. Mianowiie je»eli

F = 1
2Fµνdxµ ∧ dxν wtedy

dDF =
1

3!
(DµFνλ +DνFλµ +DλFµν)⊗ dxµ ∧ dxν ∧ dxλ (4.62)Warunek (4.53) dDF = 0 sprowadza si� do:

DµFνλ +DνFλµ +DλFµν = 0 (4.63)Posta¢ ta jest równowa»na (4.51).De�nija ±ladu na wi¡ze End(E)�lad maierzy to suma diagonalnyh wyrazów tej maierzy.�lad endomor�zmu jest ±ladem maierzy tego endomor�zmu. Jest on niezmiennikiem inie zale»y od wyboru bazy.Równie» wiadomo, »e End(V ) ∼= V ⊗ V ∗ jest izomor�zmem nie zale»nym od wyborubazy (gdzie V jest pewn¡ przestrzeni¡ wektorow¡). Wi� ±lad mo»emy zde�niowa¢ jakooperaj�:
tr : End(V )→ R (4.64)tak¡, »e:
v ⊗ f → f(v) (4.65)Aby pokaza¢, »e ta de�nija jest ±ladem niezale»nym od wyboru bazy, przyjmijmy,»e ei tworzy baz� w przestrzeni V , natomiast f j tworzy baz� w przestrzeni V ∗Wtedy dla T ∈ End(V ):
T = T i

jei ⊗ f
j (4.66)natomiast tr(T ) (korzystaj¡ z 4.65):

tr(T ) = T i
jf

j(ei) = T i
j δ

j
i = T i

i (4.67)Dla dowolnego i�ia T wi¡zki End(E) mo»emy zatem zde�niowa¢ tr(T ) jako i�ie
C-wi¡zki liniowej na bazowej rozmaito±i M , którego warto±¢ w p ∈ M jest ±lademendomor�zmu T (p) wªókna Ep:

tr(T )(p) = tr(T (p)) (4.68)Wi� ±lad formy ω o warto±iah w End(E)

tr(T ⊗ ω) = tr(T )ω (4.69)



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 644.2 Podstawowe de�nije teorii kategoriiKategoriaKategoria C skªada si� z:
• klasy Ob(C) obiektów
• klasy hom(x, y) mor�zmów z x do y (dowolnej pary obiektów x, y)speªniaj¡yh: 21. dla dowolnego obiektu x istnieje mor�zm identyzno±iowy:

1x:x→ x (4.70)
• dla dowolnego mor�zmu f :x→ y zahodzi:

1xf = f = f1y (4.71)2. dla dowolnej pary mor�zmów f :x → y oraz g: y → z istnieje mor�zm fg:x → zzwany zªo»eniem f i g taki, »e:
• skªadanie dowolnyh trzeh mor�zmów f :w → x, g:x → y, h: y → z jestª¡zne:

(fg)h = f(gh) (4.72)izomor�zmem nazywamy mor�zm f :x→ y dla którego istnieje mor�zm odwrotny
g: y → x speªniaj¡y:

fg = 1x gf = 1y (4.73)FunktorNieh C i D b�d¡ dwoma dowolnymi kategoriami.Funktor F :C → D skªada si� z:
• funkji przeprowadzaj¡ej obiekty x ∈ Ob(C) w obiekty F (x) ∈ Ob(D)

F :Ob(C)→ Ob(D) (4.74)oraz,
• funkji przeprowadzaj¡ej ka»dy mor�zm f :x→ y ∈ Ob(C) w mor�zm
F (f):F (x)→ F (y) ∈ Ob(D)

F :hom(x, y)→ hom(F (x), F (y)). (4.75)taki, »e:1. dla dowolnego obiektu x ∈ Ob(C), F (1x) = 1F (x)2. dla dowolnyh mor�zmów f i g ∈ Ob(C), F (fg) = F (f)F (g)2zapis f : x → y oznaza, »e f ∈ hom(x, y)



ROZDZIA� 4. UZUPE�NIENIA 65Transformaja naturalnaMaj¡ dwa funktory F, G:C → D transformaja naturalna α:F ⇒ G skªada si� z:
• funkji α odwzoruj¡ej ka»dy obiekt x ∈ C do mor�zmu αx:F (x)→ G(x)takie, »e dla dowolnego mor�zmu f :x→ y ∈ C speªniony jest diagram:

F (x)
F (f)

> F (y)

G(x)

αx

∨

G(f)
> G(y)

αy

∨Naturalny izomor�zm α:F ⇒ G to taka naturalna transformaja, która posiadanaturaln¡ transformaj¡ odwrotn¡ β:G⇒ F speªniaj¡¡:
αβ = 1F , βα = 1G. (4.76)Kategoria monoidalnaskªada si� z:

• Kategorii M
• Funktora zwanego ilozynem tensorowym⊗:M×M →M , gdzie ⊗(x, y) = x⊗y(dla x, y ∈M), oraz ⊗(f, g) = f ⊗ g (dla mor�zmów f, g w M).
• Obiektu 1 ∈M

• Naturalnego izomor�zmu zwanego stowarzyszeniem (ang. assoiator):
ax,y,z: (x⊗ y)⊗ z → z ⊗ (y ⊗ z), (4.77)speªniaj¡ego lx: 1⊗ x→ x, oraz rx:x⊗ 1→ x.dla tej kategorii prawdziwe s¡ nast�puj¡e diagramy:

•

(w ⊗ x)⊗ (y ⊗ z)

((w ⊗ x)⊗ y)⊗ z

aw⊗x,y,z
>

w ⊗ (x⊗ (y ⊗ z))

aw,x,y⊗z

>

(w ⊗ (x⊗ y))⊗ z
aw,x⊗y,z

>

aw,x,y⊗1z

>

1w⊗ax,y,z >

w ⊗ ((x⊗ y)⊗ z)
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•

(x⊗ 1)⊗ y
ax,1,y

> x⊗ (1⊗ y)

x⊗ y

rx⊗1y

∨ 1x⊗ly
<To wªa±nie w terminah kategorii monoidalnyh, z pewn¡ dodatkow¡ struktur¡, mo»naopisa¢ funktor z nCob do Hilb.
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